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پیش گفتار
مدیریت و مشتقه اوراق قیمت گذاري مالی، بازارهاي مدل سازي در مؤثر ابزار یک به شبیه سازي امروزه
رفتار تشخیص و درك براي مناسب روش یک مالی مدل هاي شبیه  سازي است. شده تبدیل ریسک
مشتقات قیمت گذاري که آنجایی از است. مالی سبدهاي لحظه اي ارزش و سهام مانند مالی بازارهاي
روش  هاي از استفاده نیست، امکان پذیر موارد از بسیاري در تحلیلی نیمه   حتی یا تحلیلی روش به مالی
روش از استفاده با کتاب این در بود. خواهد راهگشا بسیار مسائل این گونه حل براي شبیه سازي
پایه دارایی هاي روي مشتقه اوراق قیمت گذاري و مالی بازارهاي ارزیابی به مونت-کارلو شبیه سازي

می پردازیم.
به علاقه مند محققان مالی، ریاضی رشته دانشجویان براي مناسب منبع یک می تواند کتاب این
پیاده سازي صنعت در را تصادفی مدل هاي که متخصصانی و مالی امور در شبیه سازي روش هاي کاربرد
در آموزشی مختلف سطوح با دانشگاهی مختلف رشته هاي دانشجویان همچنین باشد. می کنند
شوند. بهره مند کتاب این از می توانند مالی مهندسی حوزه محاسبات و مالی امور آمار، ریاضیات،
و تعیین براي معمول طور به که است ریاضی ابزارهاي با آشنایی کتاب، این مطالعه پیش نیاز مهم ترین
مفاهیم برخی کتاب، این در می گیرند. قرار استفاده مورد مالی امور در زمان-پیوسته مدل هاي تحلیل
است. شده آورده مالی بازارهاي شبیه سازي منظور به تصادفی دیفرانسیل معادلات و تصادفی حسابان
و کامپیوتري شبیه سازي بر مقدمه اي اول، فصل است. شده تنظیم فصل چهار در کتاب این
روش به اختیارات قیمت گذاري اساس فصل این می کند. بیان را انتگرال ها عددي حل در آن کاربرد
قیمت گذاري به مربوط مسائل اینکه به توجه با واقع در می کند. پایه گذاري را مونت- کارلو شبیه سازي
مونت- کارلو شبیه سازي روش می شوند، فرموله انتگرالی مسئله یک صورت به معمولاً معامله اختیار
نحوه ي و مالی مدل هاي از مقدمه اي دوم، فصل در کرد. استفاده آن ها محاسبه براي می توان را
شامل مالی ریاضیات در اساسی مفاهیم فصل این ابتداي در می دهیم. ارائه را آن ها پیاده سازي
مالی بازارهاي شبیه سازي در که را احتمال اندازه تغییر و تصادفی دیفرانسیل معادلات ایتو، حسابان
برخی و پرتفوي ارزش فرایند تشکیل چگونگی به ادامه در می کنیم. بیان داشت، خواهیم نیاز آن  ها به
کاکس-اینگرسُل- مدل وسیچک، مدل هندسی، براونی حرکت مدل شامل مالی مدل  هاي مهم ترین از
سوم، فصل می شود. پرداخته رژیم-سوئیچینگ مدل و مرتون پرش-انتشار مدل هستون، مدل راس،
چهارم فصل در می دهد. قرار بحث مورد را دوم فصل در شده ارائه مالی مدل هاي شبیه سازي چگونگی
همچنین فصل این در می  شود. بررسی مونت- کارلو شبیه سازي روش به معامله اختیار قیمت گذاري
مونت- کارلو شبیه سازي روش بهبود براي واریانس کاهش روش هاي جدیدترین و مهم ترین از برخی

می گیرد. قرار مطالعه مورد معامله اختیارات قیمت گذاري در

ج



را خود ارزشمند نظرات کتاب مطالعه از پس می شود تقاضا محترم خوانندگان تمامی از پایان در
فرمایند. ارسال 21 نویسنگان به

نورانی مهردوست-آیدین فرشید
گیلان دانشگاه
1404 ماه اردیبهشت

1fmehrdoust@guilan.ac.ir
2idin-noorani@phd.guilan.ac.ir
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1 فصل

شبیه سازي بر مقدمه اي
به بنا که است زمانی آن و داریم سیستم یک رفتار مستقیم غیر مطالعه به نیاز موارد از بسیاري در
مستقیم، مطالعه در نمود. مطالعه را سیستم یک رفتار مستقیم، مشاهده طریق از نمی توان دلایلی
مستقیم مطالعه فرض مهم ترین بنابراین می گیرد. صورت نزدیک از مرجع سیستم مطالعه و بررسی
یک کیفیت کنترل براي محصول نمونه وجود روش این در همچنین است. مرجع سیستم وجود
است، بالا بسیار مستقیم مطالعه روش در دقت اینکه وجود با است. مهم بسیار تولیدي محصول
مستقیم غیر روش در نمود. رفع نمی توان را سیستم معایب و نیست جواب گو همیشه روش این اما
بررسی مورد معایب، رفع ضمن را آن رفتار سیستم ایجاد از قبل می توان مستقیم، رویکرد برخلاف
رایانه مرکزي پردازنده یک طراحی براي مثال، عنوان به کرد. تولید را محصول سپس و داد قرار
صورت فیزیکی و منطقی عیوب رفع ضمن آن ساخت حاصل، نتایج اخذ از پس مدل سازي، توسط
بررسی به مشکلات از دور به و است سیستم غیرمستقم مطالعه براي روشی شبیه  سازي، می پذیرد.
مطالعه امکان نمود: اشاره موارد این به می توان شبیه سازي مزیت  هاي مهم ترین از می پردازد. موضوع
مورد سیستم زمانی پارامترهاي است، فراهم رود بین از اینکه از پس یا ایجاد از قبل مرجع سیستم
خطرات و محدودیت ها است، صرفه به مقرون بسیار زمانی و اقتصادي نظر از هستند، تغییر قابل مطالعه
حداکثر با اجزا دادن قرار هم کنار و سیستم جزء به جزء مطالعه و رفع قابل مستقیم مطالعه از ناشی

است. امکان پذیر کارایی
تصادفی اعداد طریق از و می شود انجام رایانه روي بر معمولاً که است آزمایشی شبیه سازي
یکنواخت و مستقل طور به که هستند تصادفی متغیرهاي از دنباله اي اعداد این می شود. پیاده سازي
را آن ها می توان شبیه سازي طریق از که هستند مثال هایی زیر موارد شده اند. توزیع (٠, ١) بازه در



مالی2 بازارهاي شبیه سازي و مدل سازي

نمود: مطالعه

شهر، یک در شده بیمار افراد تعداد الف)

زمان، و مکان یک در همه گیر بیماري یک تکامل ب)

آماري، فرضیه یک آزمون ج)

مالی. دارایی یک روي شده صادر مالی) (مشتقه معامله اختیار قیمت گذاري د)

پدیده هاي مدل سازي براي تحلیلی روش هاي از استفاده که است آن فوق موارد تمام مشترك ویژگی
مثال هاي در است. دشوار (د)] و (ج) [مثال  هاي ریاضی مسائل حل یا (ب)] و (الف) [مثال  هاي واقعی
بخش هاي و منابع بین می تواند پیچیده اي تعامل که هستیم مواجه تصادفی سیستم هاي با (ب) و (الف)
بهینه استراتژي یک به یافتن نیاز با است ممکن دشواري این و باشد داشته وجود سیستم از خاصی
برخی عددي مقدار آماري، بررسی یک توسط داده ها به دست آمدن از پس (ج)، مثال در شود. ترکیب
آن ها توزیع تابع نتوان صفر، فرضیه یک تحت است ممکن هرچند می شود. محاسبه آزمون آماره هاي از
که می شود منجر چندگانه انتگرال یک ارزیابی به اغلب نظر مورد مسئله (د)، مثال در آورد. به دست را
شبیه سازي روش با می توان را انتگرال ها این وجود این با است. غیرممکن تحلیلی روش هاي با آن حل
حل براي 1940 دهه در بار اولین مسائل نوع این ارزیابی در شبیه سازي روش  از استفاده نمود. برآورد
مسائلی براي شبیه سازي کلی، طور به شد. گرفته به کار فیزیک و ریاضیات در چندگانه انتگرال   هاي
آزمایش شبیه سازي، یک در است. ناممکن حتی یا و دشوار بسیار آن ها تحلیلی حل که دارد کاربرد
به رایانه روي بر تصادفی اعداد از استفاده با نمونه) نسبت یا نمونه میانگین مثال، عنوان (به نمونه گیري
مسئله در موجود پارامترهاي از برخی برآورد براي آزمایش ها این و می شود انجام شده کنترل صورت
همواره می دهد، ارائه را نظر مورد پارامتر از برآوردي شبیه سازي که آنجایی از می گیرند. استفاده مورد
را آزمایش تحلیل و تجزیه و طراحی از مهمی بخش دقت، تعیین بنابراین دارد. وجود خطا مقدار یک

است. ضروري امري آن به پرداختن و می دهد شکل

مونت- کارلو شبیه سازي روش 1 - 1
می گیرند. قرار استفاده مورد یکدیگر جاي به تحقیقات در معمولاً شبیه سازي و مونت- کارلو1 واژه هاي
تولید تصادفی اعداد آن در که است شده تعریف شده کنترل آزمایش یک عنوان به شبیه سازي واقع در

1Monte-Carlo



شبیه سازي بر مقدمه اي . 1 3فصل

براي روشی مونت- کارلو شبیه سازي می شوند. پیاده سازي رایانه یک روي هم از مستقل صورت به شده
در است. شبیه سازي توسط آمده به دست مقادیر از استفاده با سري یا معین انتگرال یک مقدار برآورد

است. تصادفی متغیر(هاي) از تابعی دارد وجود انتظار مورد مقدار و انتگرال بین که ارتباطی واقع
واقعی پدیده که می سازد ریاضی مدل یک تحلیلگر مونت- کارلو، شبیه سازي روش از استفاده براي
به سپس و می شوند تولید تصادفی نمونه هاي از زیادي تعداد ابتدا روش این در شبیه سازي کند. را
دهه در موضوع این پیدایش می آید. به دست مدل توسط خروجی عنوان به تصادفی نتایج تعداد، همان
آغاز متروپلیس3 نیکلاس و اولام2 استانیسلاو نویمان1، فون جان نام هاي به دانشمند سه توسط 1940
نام به هسته اي سلاح پروژه یک روي آلاموس لوس ملی آزمایشگاه در مخفی ماموریت یک در که شد
معروف مونت- کارلو روش به که گرفتند نظر در را جدیدي روش افراد این می کردند. کار منهتن پروژه
تیم که سیستمی کرد. ابداع موناکو در واقع مونت- کارلو کازینوهاي از را نام این اولام استانیسلاو شد.
که به طوري بود، ورودي متغیرهاي و الگوریتم ها از مجموعه اي شامل بودند آن مطالعه حال در منهتن
سیستم ارزیابی براي آن  ها بنابراین داشت. پی در را بسیاري مشکلات و پیچیده بسیار آن تحلیلی حل
مشهور مونت- کارلو شبیه سازي روش به که نمودند ابداع را شبیه سازي از جدیدي روش نظرشان مورد
اساس بر پایه علوم و مهندسی مالی، مختلف حوزه هاي در بسیاري کاربردي برنامه هاي امروزه گردید.

هستند. مونت- کارلو شبیه سازي روش
این است. مکرر تصادفی نمونه گیري هاي اساس بر روش نوعی مونت- کارلو شبیه سازي روش
قبل از آن ها نتیجه که آزمایش هایی است، تصادفی آزمایش هاي به نزدیک بسیار شبیه سازي از روش
است این مونت- کارلو شبیه سازي روش بر مبتنی الگوریتم هاي گرفتن به کار مزیت نیستند. مشخص
مجموعه که زمانی همچنین می شوند. حاصل بهتري تقریب هاي شبیه سازي، تعداد افزایش با که
طور به آن ها تمامی آزمایش امکان و باشد زیاد بسیار مسئله یک به دادن پاسخ براي موجود روش  هاي

بود. خواهد راهگشا بسیار مونت- کارلو شبیه سازي روش از استفاده نباشد، امکان پذیر عملی

ساخت با محاسباتی ریاضیات مختلف مسائل حل شامل مونت- کارلو شبیه سازي روش .1 - 1 تعریف
نیاز مورد مقادیر با فرایند پارامترهاي که به طوري است، مسائل این از یک هر براي تصادفی فرایند یک
به ریاضی امید تقریبی محاسبه براي مونت- کارلو شبیه سازي بر مبتنی روش هاي هستند. برابر مسئله
مونت- کارلو، شبیه سازي روش در است، مسئله نظر مورد جواب J اینکه فرض با می شوند. گرفته  کار
شبیه سازي، از روش این اساس بر .E[ξ] = J که ساخته شود گونه اي به باید ξ تصادفی متغیر
زیر صورت به ξ١, ξ٢, . . . , ξn هم توزیع و مستقل تصادفی متغیر n از استفاده با J از تقریبی جواب

1John von Neumann
2Stanisław Ulam
3Nicholas Metropolis
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بود خواهد

J ≈ ١
n

(ξ١ + ξ٢ + · · · + ξn).

براي برد. بهره مونت- کارلو شبیه سازي روش از می توان سکه بودن نااریب تشخیص براي .1 - 1 مثال
تعداد می کنیم. تولید (٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع از تصادفی عدد ١٠٠٠٠ منظور، این
به هستند کمتر ٠٫۵ از که آن هایی و شیرها تعداد عنوان به را هستند ٠٫۵ از بیشتر که اعدادي
شبیه سازي روش بیانگر که شبیه سازي عمل این تکرار با بنابراین بگیرید. نظر در خط ها تعداد عنوان
تعداد نسبت اگر اساس این بر بدهیم. نظر سکه بودن نااریب مورد در می توانیم است مونت- کارلو
کاربرد واقع در می  دهیم. سکه بودن نااریب به رأي باشد، 1 نزدیک برعکس) (یا خط ها به شیرها

است. نااریب سکه پرتاب از حاصل نتایج جاي به آن کردن جایگزین مثال این در شده ارائه رویکرد

ظاهر اعداد مجموع اینکه احتمال شش، تا یک مقادیر با تاس دو از استفاده با می خواهیم .2 - 1 مثال
که دارد وجود حالت 6 تاس، دو براي ممکن حالت 36 از می دانیم کنیم. تعیین را باشد 7 برابر شده
مجموع اینکه براي ریاضی احتمال که است معنی بدان این است. 7 برابر شده ظاهر اعداد مجموع
یکسان واقعی احتمال با ریاضی احتمال آیا اما است. درصد ١۶٫۶٧ یا ۶

٣۶ برابر باشد 7 شده ظاهر اعداد
ترفندي و می شوند پرتاب تاس ها آن روي که سطحی تاس ها، طراحی مانند دیگري، عوامل آیا است؟
براي بگذارد؟ تأثیر ریاضی احتمال بر که دارد وجود می گیرد، استفاده مورد آن ها انداختن براي که
کنیدکه فرض کنیم. ثبت را نتیجه بار هر و پرتاب بار ١٠٠ را تاس می توانیم واقعی، احتمال تعیین
مشاهده را 7 عدد مجموع مواقع، از درصد 17 یا مرتبه 17 بار، ١٠٠ از و داده ایم انجام را کار این
یک بیانگر همچنان اما می  دهد، نشان را فیزیکی و واقعی نتیجه یک آزمایش این اگرچه کرده ایم.
مقدار به تقریبی نتیجه دهیم، ادامه تاس انداختن به بارها و بارها اگر حال این با است. تقریبی نتیجه
شبیه سازي را تاس ها پرتاب که می دهد را امکان این مذکور روش واقع در می شود. نزدیکتر واقعی
در دهیم. ادامه تاس ها پرتاب به باید بار چند مطلوب هدف به رسیدن براي کنیم مشخص و کرده
تکرارها، تعداد افزایش با و است مونت- کارلو شبیه سازي از تکرار یک دهنده نشان پرتاب هر روش این
شبیه سازي براي رایانه یک از که است این تاس ها پرتاب از بهتر راه می شود. دقیق تر شبیه سازي نتایج
احتمال پرتاب، هر در که آنجایی از کنیم. پرتاب بیشتر یا بار ١٠٠٠٠ را آن ها و کنیم استفاده تاس ها
،(1 - 1) شکل در داریم. پیش در ساده اي کار است، ۶

٣۶ برابر باشد، 7 شده ظاهر اعداد مجموع اینکه
به تاس دو پرتاب بار ١٠٠٠٠ در شده ظاهر اعداد مجموع توسط آمده به دست احتمال توزیع تابع

می کنیم. مشاهده را هم زمان طور
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تاس. دو پرتاب بار ١٠٠٠٠ در شده ظاهر اعداد مجموع احتمال توزیع تابع :1 - 1 شکل
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(3 - 1) مثال در N = max{n
∣∣∣ ∏n

i=١ Ui ≥ e−٣} براي آمده به دست نتایج :2 - 1 شکل
مختلف. تکرارهاي تعداد با مونت- کارلو شبیه  سازي روش توسط

(٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع از تصادفی نمونه یک U١, . . . , Un کنید فرض .3 - 1 مثال
می کنیم تعریف باشد.

N = max
{
n
∣∣∣ n∏

i=١
Ui ≥ e−٣}.

بیابیم. را E[N ] یعنی N انتظار مورد مقدار مونت- کارلو شبیه سازي روش از استفاده با داریم قصد
در سپس می کنیم. اختیار مونت- کارلو شبیه سازي تعداد عنوان به را M بزرگ عدد ابتدا منظور بدین
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می کنیم، ذخیره Nj در را max{n|∏n
i=١ U j

i ≥ e−٣} مقدار مونت- کارلو، شبیه سازي از گام هر
ام j گام براي (٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع از تصادفی نمونه U j

١ , . . . , U j
n آن در که

با شبیه سازي، از گام هر در که کنید توجه است. مونت- کارلو شبیه سازي از (١ ≤ j ≤ M)
به دست براي درنهایت نیستند. برابر nها می شوند، تولید جدیدي تصادفی نمونه هاي اینکه به توجه
آوریم. به دست بزرگ اعداد قوي قانون به بنا را Njها میانگین کافیست ،N انتظار مورد مقدار آوردن
می یابد افزایش مونت-کارلو شبیه سازي تعداد زمانی که است، مشخص (2 - 1) شکل از که همان طور

می کنیم. پیدا دست دقیق تري جواب به

(3 - 1) مثال در پیوسته یکنواخت تصادفی متغیرهاي تکرار ماکسیمم برآورد :1 . 1 الگوریتم

بده. انجام را 6 تا 2 گام هاي j = ١, . . . , M براي - 1
.count = ٠ و p = ١ بده قرار - 2

بده. انجام را 5 تا 4 دستورات p ≥ exp(−٣) زمانی که تا - 3
کن. تولید U = rand دستور با را (٠, ١) بازه در U پیوسته یکنواخت تصادفی متغیر - 4

.count = count + ١ و p = p ∗ U بده قرار - 5
.N(j) = count بده قرار - 6

کن. چاپ mean(N) دستور توسط N برآورد عنوان به را ها N(j) میانگین - 7

مونت- کارلو شبیه سازي روش خطاي تحلیل و همگرایی 1 - 1 - 1
تعریف به توجه با باشد. J := E[ξ] معلوم ریاضی امید مقدار با تصادفی متغیر یک ξ کنید فرض

داریم ریاضی امید

E[ξ] =


∫∞

−∞ ξf(ξ)dξ, است ∫∞
−∞ f(x)dx = ١ و پیوسته تصادفی متغیر ξ ∑زمانی که

ξ ξf(ξ), x∑است f(x) = ١ و گسسته تصادفی متغیر ξ زمانی که

جِرم (تابع احتمال چگالی تابع گسسته) حالت (در پیوسته حالت در f(x) منفی غیر تابع آن در که
تنها و اگر دارد، وجود E[ξ] ریاضی امید مقدار تعریف، از استفاده با بعلاوه می شود. نامیده احتمال)

باشد. داشته وجود E[|ξ|] اگر
زیر حسابی میانگین محاسبه به باید J تقریب براي مونت- کارلو، شبیه  سازي روش به توجه با
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بپردازیم

ξ̄n = ١
n

n∑
i=١

ξi.

معلوم، ریاضی امید با ξ١, ξ٢, . . . , ξn هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله اي براي
متغیرها این حسابی میانگین که معناست بدان این گرفت. به کار را بزرگ اعداد قوي قانون می توان

اگر می شود، همگرا ξ ریاضی امید به

ξ̄n
p−→ J, n → ∞.

h > ٠ هر براي اگر است، همگرا c ثابت عدد به η١, η٢, . . . , ηn تصادفی متغیرهاي از دنباله اي
باشیم داشته

lim
n→∞

P
(

| ηn − c |≥ h
)

= ٠.

داشت خواهیم بزرگ، کافی اندازه به n براي بنابراین

ξ̄n ≈ J.

ξ تصادفی متغیر کنید فرض می پردازیم. مونت- کارلو شبیه سازي روش خطا برآورد مسئله به حال
یعنی باشد، متناهی واریانس داراي

V [ξ] = E[ξ − E[ξ]]٢ = E[ξ٢] − E[ξ]٢ < ∞.

متناهی واریانس و یکسان توزیع داراي که هم از مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله اي براي طرفی از
متغیرهاي از دنباله اي اگر قضیه، این اساس بر گرفت. به کار را مرکزي حد قضیه می توان هستند،
متغیر آنگاه باشند، V [ξ] واریانس و J میانگین داراي ξ١, ξ٢, . . . , ξn هم توزیع و مستقل تصادفی
واریانس و J میانگین با نرمال توزیع داراي بزرگ کافی اندازه به n براي ١

n

∑n
i=١ ξi تصادفی

داریم z دلخواه مقدار براي دیگر عبارت به است. V [ξ]/n

lim
n→∞

P
(√ n

V [ξ]
(١
n

n∑
i=١

ξi − J) < z
)

= Φ(z),
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مقدار دو براي درنتیجه است. استاندارد نرمال توزیع تابع Φ(z) := ٢√١π

∫ z
٠ e− ١

٢ t٢
dt آن در که

نوشت می توان z٢ و z١ دلخواه

lim
n→∞

P
(
z١ <

√
n

V [ξ]
(١
n

n∑
i=١

ξi − J) < z٢
)

= ٢√١π

∫ z٢

z١
e− ١

٢ t٢
dt.

داریم ،z٢ = −z١ = z اگر حال

lim
n→∞

P
(

| ١
n

n∑
i=١

ξi − J |< z

√
V [ξ]

n

)
= ٢Φ(z).

داریم است، بزرگ کافی اندازه به n زمانی که بنابراین

P
(

| ξ̄n − J |< z

√
V [ξ]

n

)
≈ ٢Φ(z).

احتمال اگر می دهد. ارائه را برآورد ها از کامل مجموعه یک است، z پارامتر به وابسته که بالا فرمول
می آید به دست زیر معادله توسط آماري جداول از استفاده با ،z = zβ ریشه شود، داده β

Φ(z) = β

٢ .

زیر نامساوي پیشامد احتمال بنابراین

| ξ̄n − J |< zβ

√
V [ξ]

n
,

به اغلب نیز rn نماد می شود. نامیده احتمالی خطاي فوق نامساوي راست سمت است. β برابر تقریباً
نوشت می توان بنابراین می گیرد. قرار استفاده مورد احتمال خطاي عنوان

P
(

| ξ̄n − J |< rn

)
= ١

٢ = P
(

| ξ̄n − J |> rn

)
.

با است برابر مونت- کارلو شبیه سازي روش در احتمالی خطاي درنتیجه

rn = z٠٫۵

√
V [ξ]

n
,

.z٠٫۵ = Φ−١(٠٫۵) ≈ ٠٫۶٧۴۵ آن در که
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مونت- کارلو شبیه سازي روش کاربرد 2 - 1 - 1
مالی ریاضیات در پرکاربرد مباحث از یکی تصادفی نمونه گیري روش به انتگرال گیري که آنجایی از
شبیه سازي روش از استفاده براي می دهیم. قرار مطالعه مورد را مبحث این عمدتاً فصل این در است،
و می کنیم تبدیل ریاضی امید یک به را نظر مورد انتگرال ابتدا انتگرال ها، محاسبه در مونت- کارلو

می پردازیم زیر انتگرال ارزیابی به مثال، عنوان به می گیریم. به کار را شبیه سازي روش سپس

θ :=
∫

D
f(x)dx, (1 - 1)

انتگرال ریاضی، امید تعریف از استفاده با است. انتگرال دامنه D و پیوسته تابع یک f(x) آن در که
بنویسیم زیر صورت به می توانیم را (1 - 1)

Θ =
∫

D
f(x)dx =

∫
D

f(x)
g(x)

g(x)dx = Eg

[
f(X)
g(X)

]
, (2 - 1)

تابع به نسبت ریاضی امید نشان دهنده Eg و D دامنه روي تعریف شده چگالی تابع g(x) آن در که
است. g(x) چگالی

به صورت این در باشد. gX(x) چگالی تابع از تصادفی نمونه یک X١, . . . , Xn فرض کنید
است. µ := E[X] براي نااریب برآوردگر یک µ̂ := ١

n

∑n
i=١ Xi که گرفت نتیجه می توان راحتی

کنیم استفاده زیر برآوردگر از می توانیم ،(2 - 1) انتگرال محاسبه براي بنابراین

Θ̂ ≈ ١
n

n∑
i=١

f(Xi)
g(Xi)

, (3 - 1)

می توان مشابه طور به باشد. انتگرال دامنه با مطابق باید شده گرفته نظر در چگالی تابع که کنید توجه
شبیه سازي روش این از ادامه در داد. تعمیم نیز چندگانه انتگرال هاي براي را گرفته شده به کار روش

می شود. استفاده مختلف دامنه هاي با انتگرال چند محاسبه براي
(٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع با تصادفی نمونه  یک X١, X٢, . . . , Xn کنید فرض •

نوشت می توان صورت این در باشد.

∫ ١
٠

f(x)dx =
∫ ١

٠
f(x) × ١dx = E[f(X)] ≈ ١

n

n∑
i=١

f(Xi).
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داشت خواهیم ،−∞ < a < b < ∞ براي متغیر تغییر ∫با b

a
f(y)dy = (b − a)

∫ ١
٠

f((b − a)x + a)dx

= (b − a)
∫ ١

٠
f((b − a)x + a) × ١dx

= (b − a)E[f((b − a)X + a)]

≈ (b − a)
n

n∑
i=١

f((b − a)Xi + a).

داریم صورت این در باشد، استاندارد نرمال توزیع از تصادفی نمونه X١, . . . , Xn اگر •∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫
R

(
f(x) × ٢√١π

e− ١
٢ x٢ ×

√٢πe
١
٢ x٢
)

dx

=
√٢πE[f(X) × e

١
٢ X٢ ] ≈

√٢π

n

n∑
i=١

f(Xi) × e
١
٢ X٢

i .

می توان صورت این در باشد، استاندارد نیم-نرمال توزیع از تصادفی نمونه X١, . . . , Xn کنید فرض •
نوشت

∫ ∞

٠
f(x)dx =

∫ ∞

٠

(
f(x) × ٢√٢π

e− ١
٢ x٢ ×

√٢π

٢ e
١
٢ x٢
)

dx

=
√٢π

٢ E[f(X) × e
١
٢ X٢ ] ≈

√٢π

٢n

n∑
i=١

f(Xi) × e
١
٢ X٢

i .

کنید. برآورد را زیر انتگرال هاي پاسخ مونت- کارلو، شبیه سازي روش از استفاده با .4 - 1 مثال

،
∫ ١

٠

∫ ١
٠

٢xe−x−ydxdy الف)

،
∫ ۴

−٢
x٣e−٢xdx ب)

،
∫ ∞

−∞
e−x٢

dx ج)

.
∫ ∞

٠

∫ ∞

−∞
e−x٢−y٢

dxdy د)
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(٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع با مستقل تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض الف) پاسخ
داریم ریاضی امید تعریف به توجه با صورت این در باشند.

E[g(X, Y )] =
∫ ١

٠

∫ ١
٠

g(x, y)fX,Y (x, y)dxdy. (4 - 1)

است. Y و X توأم چگالی تابع fX,Y (x, y) و متغیره دو پیوسته تابع یک g(x, y) آن در که
از .fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) داریم، Y و X تصادفی متغیرهاي بودن مستقل به توجه با
هر چگالی تابع پس هستند (٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت تصادفی متغیرهاي Y و X که آنجایی
تابع مسئله، خواسته به توجه با حال .fX(x) = fY (y) = ١ یعنی است، یک برابر آن ها از کدام
می آید به دست آنگاه کنید. تعریف g(x, y) = ٢xe−x−y صورت به را (4 - 1) معادله در g(x, y)

E[٢Xe−X−Y ] =
∫ ١

٠

∫ ١
٠

٢xe−x−yfX,Y (x, y)dxdy

=
∫ ١

٠

∫ ١
٠

٢xe−x−yfX(x)fY (y)dxdy =
∫ ١

٠

∫ ١
٠

٢xe−x−ydxdy.

بازه در پیوسته یکنواخت توزیع از تصادفی نمونه دو Y١, . . . , Yn و X١, . . . , Xn اگر بنابراین
داشت خواهیم مونت- کارلو شبیه سازي روش از استفاده با باشند، (٠, ١)∫ ١

٠

∫ ١
٠

٢xe−x−ydxdy ≈ ١
n

n∑
i=١

٢Xie
−Xi−Yi .

می دهیم انتقال [٠, ١] بازه به زیر تبدیل گرفتن به کار با را [−٢, ۴] بازه ابتدا ب) پاسخ

x = αy + β,

به (ب) انتگرال و β = −٢ ،α = ۶ صورت این در .٠ ≤ y ≤ ١ و −٢ ≤ x ≤ ۴ آن در که
می شود تبدیل زیر ∫صورت ۴

−٢
x٣e−٢xdx = ۶

∫ ١
٠

(۶y − ٣(٢e−٢(۶y−٢)dy.

توجه با صورت این در باشد. (٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع با تصادفی متغیر Y کنید فرض
داریم ریاضی امید تعریف به

۶
∫ ١

٠
(۶y − ٣(٢e−٢(۶y−٢)dy = ۶E[(۶Y − ٣(٢e−٢(۶Y −٢)].
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به کار با باشد، (٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع از تصادفی نمونه Y١, . . . , Yn اگر درنتیجه
داشت خواهیم مونت- کارلو شبیه سازي روش گرفتن

∫ ۴
−٢

x٣e−٢xdx ≈ ۶
n

n∑
i=١

(۶Yi − ٣(٢e−٢(۶Yi−٢).

در را انتگرالده تابع ابتدا است، +∞ تا −∞ از انتگرال کران هاي حدود اینکه به توجه با ج) پاسخ
تصادفی متغیر X کنید فرض کنید. تقسیم و ضرب ٢√١π

e− ١
٢ x٢ یعنی استاندارد نرمال چگالی تابع

داریم صورت این در باشد، استاندارد نرمال
∫ ∞

−∞
e−x٢

dx =
∫ ∞

−∞
e−x٢( ٢√١π

e− ١
٢ x٢)( ٢√١π

e− ١
٢ x١−(٢

dx

= E
[
e−x٢( ٢√١π

e− ١
٢ x١−(٢]

.

شبیه سازي روش گرفتن به کار با باشد، استاندارد نرمال توزیع از تصادفی نمونه X١, . . . , Xn اگر حال
داشت خواهیم مونت- کارلو

∫ ∞

−∞
e−x٢

dx ≈
√٢π

n

n∑
i=١

[
e−X٢

i e
١
٢ X٢

i

]
.

نیم-نرمال و استاندارد نرمال توزیع از مستقل تصادفی متغیر دو ترتیب به Y و X کنید فرض د) پاسخ
داریم ریاضی امید تعریف به توجه با صورت این در باشند. استاندارد

E[g(X, Y )] =
∫ ∞

٠

∫ ∞

−∞
e−x٢−y٢

fX,Y (x, y)dxdy. (5 - 1)

است. Y و X توأم چگالی تابع fX,Y (x, y) و متغیره دو پیوسته تابع یک g(x, y) آن در که
از .fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) داریم، Y و X تصادفی متغیرهاي بودن مستقل به توجه با
پس هستند، استاندارد نیم-نرمال و استاندارد نرمال تصادفی متغیرهاي ترتیب به Y و X که آنجایی

است زیر صورت به ترتیب به آن ها از کدام هر چگالی تابع

fX(x) = ٢√١π
e− ١

٢ x٢
, x ∈ (−∞, ∞)
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و

fY (y) = ٢√٢π
e− ١

٢ y٢
, y ∈ [٠, ∞).

کنید تعریف زیر صورت به را (5 - 1) رابطه در g(x, y) تابع مسئله، ماهیت به توجه با

g(x, y) = e−x٢−y٢( ٢√١π
e− ١

٢ x١−(٢( ٢√٢π
e− ١

٢ y١−(٢
.

داشت خواهیم ∫آنگاه ∞

٠

∫ ∞

−∞
e−x٢−y٢

dxdy

=
∫ ∞

٠

∫ ∞

−∞
e−x٢−y٢( ٢√١π

e− ١
٢ x٢)( ٢√١π

e− ١
٢ x١−(٢

( ٢√٢π
e− ١

٢ y٢)( ٢√٢π
e− ١

٢ y١−(٢
dxdy

=
∫ ∞

٠

∫ ∞

−∞
e−x٢−y٢( ٢√١π

e− ١
٢ x١−(٢( ٢√٢π

e− ١
٢ y١−(٢

fX(x)fY (y)dxdy

=
∫ ∞

٠

∫ ∞

−∞
e−x٢−y٢( ٢√١π

e− ١
٢ x١−(٢( ٢√٢π

e− ١
٢ y١−(٢

fX,Y (x, y)dxdy

= E
[
e−X٢−Y ٢( ٢√١π

e− ١
٢ X١−(٢( ٢√٢π

e− ١
٢ Y ١−(٢]

.

و استاندارد نرمال توزیع از تصادفی نمونه دو ترتیب به Y١, . . . , Yn و X١, . . . , Xn اگر حال
داریم مونت- کارلو شبیه سازي روش از استفاده با باشند، استاندارد نیم-نرمال

∫ ∞

٠

∫ ∞

−∞
e−x٢−y٢

dxdy ≈ ١
n

n∑
i=١

[
e−X٢

i −Y ٢
i

( ٢√١π
e− ١

٢ X٢
i

)−١( ٢√٢π
e− ١

٢ Y ٢
i

)−١]
= ١

n

n∑
i=١

[
e−X٢

i −|Zi|٢
( ٢√١π

e− ١
٢ X٢

i

)−١( ٢√٢π
e− ١

٢ |Zi|٢
)−١]

,

است. استاندارد نرمال توزیع از تصادفی نمونه Z١, . . . , Zn آن در که

روش توسط آن ها برآورد شده مقدار ،(4 - 1) مثال در انتگرال ها دقیق حل (1 - 1) جدول در
گزارش شبیه سازي تعداد n = ١٠٧ با برآوردگر ها معیار انحراف همراه به مونت- کارلو شبیه سازي
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است. شده

مونت- کارلو شبیه  سازي روش از استفاده با (4 - 1) مثال انتگرال هاي برآورد :2 . 1 الگوریتم

به را (٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع از V١, . . . , Vn و U١, . . . , Un تصادفی نمونه دو - 1
کن. تولید V = rand(n, ١) و U = rand(n, ١) دستورات توسط ترتیب

تولید X = randn(n, ١) دستور با را استاندارد نرمال توزیع از X١, . . . , Xn تصادفی نمونه - 2
کن.

از تصادفی نمونه قدرمطلق اساس بر را استاندارد نیم-نرمال توزیع از Y١, . . . , Yn تصادفی نمونه - 3
کن. تولید Y = abs(randn(n, ١)) دستور توسط استاندارد نرمال توزیع
کن تولید زیر صورت به ترتیب به را آن معیار انحراف و (الف) انتگرال برآورد -

mean(٢ ∗ U. ∗ exp(−U − V )),
std(٢ ∗ V. ∗ exp(−U − V )).

کن تولید زیر صورت به ترتیب به را آن معیار انحراف و (ب) انتگرال برآورد -

۶ ∗ mean((۶ ∗ U − ٢). ∧ ٣. ∗ exp(−٢ ∗ (۶ ∗ U − ٢))),
std(۶ ∗ (۶ ∗ U − ٢). ∧ ٣. ∗ exp(−٢ ∗ (۶ ∗ U − ٢))).

کن تولید زیر صورت به ترتیب به را آن معیار انحراف و (ج) انتگرال برآورد -

sqrt(٢ ∗ pi) ∗ mean(exp(−X. ∧ ٢). ∗ exp(٠٫۵ ∗ X. ∧ ٢)),
std(sqrt(٢ ∗ pi) ∗ exp(−X. ∧ ٢). ∗ exp(٠٫۵ ∗ X. ∧ ٢)).

کن تولید زیر صورت به ترتیب به را آن معیار انحراف و (د) انتگرال برآورد -

٢)/٢ ∗ pi) ∗ mean(exp(−X. ∧ ٢ − Y. ∧ ٢ + ٠٫۵ ∗ X. ∧ ٢ + ٠٫۵ ∗ Y. ∧ ٢)),
std(٢)/٢ ∗ pi) ∗ exp(−X. ∧ ٢ − Y. ∧ ٢ + ٠٫۵ ∗ X. ∧ ٢ + ٠٫۵ ∗ Y. ∧ ٢)).
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معیار انحراف همراه به (4 - 1) مثال در انتگرال ها برآورد و دقیق جواب مقایسه :1 - 1 جدول
برآوردگر ها.

Example Exact solution Estimation of integrals Standard deviation
1 0.33406448 0.33418541 0.16790697
2 -116.03696 -115.96498 380.312991
3 1.77245385 1.77264356 0.69712003
4 1.58276497 1.44341408 1.27204833

واریانس کاهش روش هاي 2 - 1
شبیه سازي تحلیلگر یک باشد. خاص توزیع یک از تصادفی نمونه X١, . . . , Xn کنید فرض
مشخص آن واقعی مقدار که X مانند تصادفی متغیر یک انتظار مورد مقدار عنوان به را Θ می خواهد
،Θ محاسبه براي نمونه گیري بر مبتنی الگوریتم .Θ = E[g(X)] که به طوري کند، محاسبه است
برآوردگر صورت این در است. X١, . . . , Xn مستقل و هم توزیع متغیرهاي از شبیه سازي n شامل

بود خواهد زیر صورت به Θ براي متناظر

Θ̂n = ١
n

n∑
i=١

g(Xi). (6 - 1)

است، Θ ریاضی امید با g(X١), . . . , g(Xn) تصادفی نمونه از نمونه میانگین Θ̂n که آنجایی از
احتمال با Θ به Θ̂n آنگاه کند، میل بی نهایت سمت به n که هنگامی بزرگ، اعداد قوي قانون به بنا

یعنی شد، خواهد همگرا یک

Θ̂n
a.s.−→ Θ, n → ∞.

مونت- شبیه سازي روش آماري خطاي آنگاه باشد، تصادفی نمونه هر معیار انحراف σ اگر که کنید توجه
شبیه سازي، خطاي کاهش براي است. مسئله بعد از مستقل و σ/

√
n برابر (6 - 1) مسئله در  کارلو

دهیم. کاهش را σ معیار انحراف یا و دهیم افزایش را n شبیه سازي هاي تعداد داریم: رو پیش راه دو
همراه به را بالایی محاسباتی و زمانی هزینه ،n افزایش یعنی نمونه ها، تعداد افزایش که آنجایی از
نمونه، حجم افزایش با هم  زمان واریانس، کاهش روش هاي گرفتن به کار و دوم روش از استفاده دارد،

داد. خواهد افزایش را مونت- کارلو شبیه سازي روش دقت
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متغیرهاي متضاد، متغیرهاي روش هاي جمله از واریانس کاهش روش هاي به بعدي بخش در
پرداخت. خواهیم مهم نقاط نمونه گیري و کنترلی متغیر تعمیم یافته، متضاد

متضاد متغیرهاي روش 1 - 2 - 1
،Θ = E[X] دهید قرار باشد. D دامنه روي f(x) چگالی تابع با تصادفی متغیر X کنید فرض
برآوردگر یک زیر، برآوردگر هاي از یک هر مونت- کارلو، شبیه سازي روش از استفاده با صورت این در

هستند Θ براي نااریب

Θ̂١ = ١
n

n∑
i=١

Xi, Θ̂٢ = ١
n

n∑
i=١

X̂i, (7 - 1)

این با هستند، f(x) چگالی تابع با تصادفی نمونه دو X̂١, . . . , X̂n و X١, . . . , Xn آن در که
داریم i, j = ١, . . . , n هر براي که شرط

Cov[Xi, X̂i] < ٠, ∀ i,

Cov[Xi, X̂j] = ٠, ∀ i ̸= j,

Cov[Xi, Xj] = ٠, ∀ i ̸= j,

Cov[X̂i, X̂j] = ٠, ∀ i ̸= j.

(8 - 1)

تعریف کنیم زیر صورت به را Θ̂AV برآوردگر .1 - 1 قضیه

Θ̂AV = Θ̂١ + Θ̂٢
٢ , (9 - 1)

Θ̂٢ و Θ̂١ آن در که ،Cov[Θ̂AV ] < Cov[Θ̂] و است Θ براي نااریب برآوردگر یک Θ̂AV آنگاه
هستند. (7 - 1) رابطه در شده تعریف برآوردگر هاي

دهیم نشان کافیست است، Θ براي نااریب برآوردگر یک Θ̂AV کنیم ثابت اینکه براي اثبات.
.E[Θ̂AV ] = Θ

داشت خواهیم سادگی به هستند، Θ براي نااریب برآوردگر هاي Θ̂٢ و Θ̂١ آنجایی که از

E[Θ̂AV ] = E
[Θ̂١ + Θ̂٢

٢
]

= ١
٢E[Θ̂١] + ١

٢E[Θ̂٢] = ١
٢Θ + ١

٢Θ = Θ.
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کمتري واریانس Θ̂ یعنی مونت- کارلو، برآوردگر به نسبت Θ̂AV برآوردگر دهیم نشان اینکه براي
می کنیم عمل زیر صورت به دارد،

V [Θ̂AV ] = V [ Θ̂١ + Θ̂٢
٢ ] = ١

۴V [Θ̂١ + Θ̂٢]

= ١
۴V [Θ̂١] + ١

۴V [Θ̂٢] + ١
٢Cov[Θ̂١, Θ̂٢]

= ١
۴V [ ١

n

n∑
i=١

Xi] + ١
۴V [ ١

n

n∑
i=١

X̂i] + ١
٢Cov[ ١

n

n∑
i=١

Xi,
١
n

n∑
i=١

X̂i]

واریانس هستند، هم توزیع i, j = ١, . . . , n هر براي X̂j و Xi تصادفی متغیر دو که آنجایی از
داریم و است برابر آن ها

V [Θ̂AV ] = ١
٢V [ ١

n

n∑
i=١

Xi] + ١
٢n٢

n∑
i=١

Cov[Xi, X̂i]

<
١
٢V [ ١

n

n∑
i=١

Xi] < V [ ١
n

n∑
i=١

Xi] = V [Θ̂],

است. آمده به دست (8 - 1) شرایط از آخر ماقبل نامساوي آن در که

اگر باشد. (٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع از تصادفی متغیر یک X کنید فرض .1 - 1 نکته
هر براي و بود خواهد (٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت تصادفی متغیر X̂ آنگاه ،X̂ := ١ − X

داریم h مانند یکنوا تابع

Cov[h(X), h(X̂)] < ٠.

اگر باشند. استاندارد نرمال توزیع از تصادفی متغیر دو X̂ و X کنید فرض .2 - 1 نکته

Y := ρX +
√

١ − ρ٢X̂, ρ ∈ (−١, ٠),

داریم h مانند یکنوا تابع هر براي و است استاندارد نرمال تصادفی متغیر یک Y آنگاه

Cov[h(X), h(Y )] < ٠.
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آورید. به دست را زیر انتگرال هاي تقریبی جواب متضاد، متغیرهاي روش از استفاده با .5 - 1 مثال
،
∫ ١

−٢
cos(x)e−xdx الف)

.
∫ ∞

−∞
e−x٢

dx ب)
پیوسته یکنواخت تصادفی متغیرهاي از برداري X := (X١, . . . , Xn) کنید فرض الف) پاسخ
توزیع (٠, ١) بازه در هم از مستقل i, j = ١, . . . , n هر براي Xj و Xi که به طوري باشد،
متغیرهاي از برداري X̂ := (١ − X١, . . . , ١ − Xn) ،(1 - 1) نکته به توجه با آنگاه شده اند.
X̂j و X̂i ،i, j = ١, . . . , n(i ̸= j) هر براي که به طوري است، پیوسته یکنواخت تصادفی

اگر .Cov[Xi, X̂i] < ٠ و شده اند توزیع (٠, ١) بازه در هم از مستقل

Y = ٣X − ١, Ŷ = ٣X̂ − ١.

می آید به دست زیر صورت به انتگرال برآورد متضاد، متغیرهاي واریانس کاهش روش از استفاده با آنگاه
∫ ١

−٢
e−x cos(x)dx = ٣

∫ ١
٠

e−(٣x−١) cos(٣x − ١)dx

≈ ٣
٢n

n∑
i=١

e−Yi cos(Yi) + ٣
٢n

n∑
i=١

e−Ŷi cos(Ŷi).

تصادفی متغیرهاي از بردار  دو X̂ := (X̂١, . . . , X̂n) و X := (X١, . . . , Xn) اگر ب) پاسخ
هستند، هم از مستقل X̂j و Xi ،i, j = ١, . . . , n هر براي که شرط این با باشند، استاندارد نرمال
نرمال تصادفی متغیرهاي از برداري نیز Y := ρX +

√١ − ρ٢X̂ ،(2 - 1) نکته به توجه با آنگاه
با انتگرال برآورد بنابراین .Cov[Xi, Yi] < ٠ داریم ،ρ < ٠ شرط با که به طوري است، استاندارد

بود خواهد زیر صورت به متضاد متغیرهاي روش از استفاده
∫ ∞

−∞
e−x٢

dx ≈
√٢π

٢n

n∑
i=١

e−X٢
i + ١

٢ X٢
i +

√٢π

٢n

n∑
i=١

e−Y ٢
i + ١

٢ Y ٢
i .

متضاد متغیرهاي روش از استفاده با (5 - 1) مثال انتگرال هاي برآورد :3 . 1 الگوریتم

U = دستور توسط را (٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع از U١, . . . , Un تصادفی نمونه - 1
.V = ١ − U بده قرار سپس و کن تولید rand(n, ١)

.W = ٣ ∗ V − ١ و Z = ٣ ∗ U − ١ بده قرار - 2
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از مستقل طور به را استاندارد نرمال توزیع از Y١, . . . , Yn و X١, . . . , Xn تصادفی نمونه دو - 3
بده قرار سپس و کن تولید Y = randn(n, ١) و X = randn(n, ١) دستورات توسط هم

T = −٠٫٩ ∗ X + sqrt(١ − ٠٫٩ ∧ ٢) ∗ Y.

کن تولید زیر صورت به ترتیب به را آن معیار انحراف و (الف) انتگرال برآورد -

١٫۵ ∗ (mean(cos(Z). ∗ exp(−Z) + cos(W ). ∗ exp(−W ))),
std(١٫۵ ∗ (cos(Z). ∗ exp(−Z) + cos(W ). ∗ exp(−W ))).

کن تولید زیر صورت به ترتیب به را آن معیار انحراف و (ب) انتگرال برآورد -

٠٫۵ ∗ sqrt(٢ ∗ pi) ∗ mean(exp(−٠٫۵ ∗ X. ∧ ٢) + exp(−٠٫۵ ∗ T. ∧ ٢)),
std(٠٫۵ ∗ sqrt(٢ ∗ pi) ∗ (exp(−٠٫۵ ∗ X. ∧ ٢) + exp(−٠٫۵ ∗ T. ∧ ٢))).

روش هاي از آمده به دست تقریبی مقادیر همراه به انتگرال ها این دقیق جواب (2 - 1) جدول در
درج شبیه سازي، n = ١٠٧ با برآوردگر ها معیار انحراف همراه به متضاد متغیرهاي و مونت- کارلو

است. شده

و مونت- کارلو روش هاي توسط (5 - 1) مثال در انتگرال ها برآورد و دقیق جواب مقایسه :2 - 1 جدول
برآوردگر ها. معیار انحراف همراه به متضاد متغیرهاي

Value Standard deviation
Example 1 2 1 2
Exact 1.8773 1.7724 −− −−
Naive 1.9680 1.7722 1.7385 0.6970
Antithetic variate 1.9678 1.7723 0.8692 0.5307

تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش 2 - 2 - 1
روش در می شود. گرفته نظر در نمونه گیري هر در همبسته متغیر دو متضاد، متغیرهاي روش در
می دهیم. تعمیم متضاد متغیر K < ∞ به را متضاد متغیرهاي تعداد تعمیم یافته، متضاد متغیرهاي
آنگاه ،Θ = E[X] اگر باشد. D دامنه روي f(x) چگالی تابع با تصادفی متغیر X فرض کنید
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Θ براي نااریب برآوردگر یک زیر برآوردگر هاي از هریک مونت- کارلو شبیه سازي روش از استفاده با
هستند

Θ̂١ = ١
n

n∑
i=١

X
(١)
i , Θ̂٢ = ١

n

n∑
i=١

X
(٢)
i , . . . , Θ̂K = ١

n

n∑
i=١

X
(K)
i ,

یکسان توزیع از تصادفی بردارهاي (X(١)
١ , . . . , X(١)

n ), . . . , (X(K)
١ , . . . , X(K)

n ) آن در که
داریم ،i, j ∈ {١, ٢, . . . , n} و k, k′ ∈ {١, ٢, . . . , K} هر براي بعلاوه هستند.

Cov[X(k)
i , X

(k′)
j ]


< ٠ ∀i = j, k ̸= k′,

= ٠ ∀i ̸= j, k ̸= k′,

= ٠ ∀i ̸= j, k = k′,

(10 - 1)

می کنیم تعریف زیر صورت به را ΘKAV برآوردگر حال

Θ̂KAV = ١
K

K∑
k=١

Θ̂k. (11 - 1)

برآوردگر به K = ٢ براي و استاندارد مونت- کارلو برآوردگر به ،Θ̂KAV برآوردگر ،K = ١ براي
شد. خواهد تبدیل متضاد متغیرهاي

و است Θ براي نااریب برآوردگر یک ،(11 - 1) عبارت در تعریف شده Θ̂KAV برآوردگر .2 - 1 قضیه
.V [Θ̂(K+١)AV ] < V [Θ̂KAV ] همچنین

X
(k)
i تصادفی متغیر ،k = ١, . . . , K و i = ١, . . . , n هر براي اینکه به توجه با اثبات.

داریم ریاضی امید تعریف به بنا است، X تصادفی متغیر با هم توزیع

E[Θ̂KAV ] = E[ ١
K

K∑
k=١

Θ̂k] = ١
Kn

E[
K∑

k=١

n∑
i=١

X
(k)
i ]

= ١
Kn

K∑
k=١

n∑
i=١

E[X(k)
i ] = E[X] = Θ.
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هر ازاي به X
(k)
i تصادفی  متغیرهاي که کنید توجه جدید، برآوردگر واریانس کاهش اثبات براي

و V [X(k)
i ] = V [X(١)

١ ] بنابراین هستند. هم توزیع k = ١, . . . , K و i = ١, . . . , n

داشت خواهیم

V [Θ̂KAV ] = V
[ ١
nK

K∑
k=١

(
n∑

i=١
X

(k)
i

) ]

= ١
n٢K٢

[ K∑
k=١

n∑
i=١

V [X(k)
i ]

+
K−١∑
ℓ=١

αℓ

]

= ١
n٢K٢

[ K∑
k=١

n∑
i=١

V [X(١)
١ ]

+
K−١∑
ℓ=١

αℓ

]

= ١
n٢K٢

[
nKV [X(١)

١ ] +
K−١∑
ℓ=١

αℓ

]
, (12 - 1)

می توان (12 - 1) رابطه از همچنین .αℓ = ٢∑ℓ
k=١

∑n
i=١ Cov[X(k)

i , X
(k+١)
i ] آن در که

نوشت

(Kn(K + ٢((١
(

V [Θ̂(K+١)AV ] − V [Θ̂KAV ]
)

(13 - 1)

= K٢n٢(K + ٢(١
( ١

n(K + ١)
V [X(١)

١ ] + ١
n٢(K + ٢(١

K∑
ℓ=١

αℓ

− ١
nK

V [X(١)
١ ] − ١

n٢K٢
K−١∑
ℓ=١

αℓ

)

= K٢n٢(K + ٢(١
( −V [X(١)

١ ]
nK(K + ١)

+ K٢ ∑K
ℓ=١ αℓ − (K + ٢(١ ∑K−١

ℓ=١ αℓ

n٢K٢(K + ٢(١
)

= −Kn(K + ١)V [X(١)
١ ] + K٢ K∑

ℓ=١
αℓ − K٢ K−١∑

ℓ=١
αℓ − (٢K + ١)

K−١∑
ℓ=١

αℓ

= −Kn(K + ١)V [X(١)
١ ] + K٢αK − (٢K + ١)

K−١∑
ℓ=١

αℓ. (14 - 1)
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داریم طرفی از

αℓ = ٢
ℓ∑

k=١

n∑
i=١

Cov[X(k)
i , X

(k+١)
i ] = ٢

ℓ∑
k=١

n∑
i=١

Corr[X(k)
i , X

(k+١)
i ]V [X(١)

١ ].

می شود نتیجه ،−١ < Corr[X(k)
i , X

(k+١)
i ] < ١ که آنجایی از

−٢ℓn(V [X(١)
١ ]) < αℓ < ٢ℓn(V [X(١)

١ ]).

داشت خواهیم (13 - 1) رابطه به توجه با

(Kn(K + ٢((١
(

V [Θ̂(K+١)AV ] − V [Θ̂KAV ]
)

= −Kn(K + ١)V [X(١)
١ ] + K٢αK − (٢K + ١)

K−١∑
ℓ=١

αℓ

< −Kn(K + ١)V [X(١)
١ ] + K٢)٢Kn(V [X(١)

١ ])

− ٢n(٢K + ١)V [X(١)
١ ]

K−١∑
ℓ=١

ℓ

= −Kn(K + ١)V [X(١)
١ ] + ٢K٢(Kn(V [X(١)

١ ])

− n(٢K + ١)K(K − ١)V [X(١)
١ ] = ٠.

.V [Θ̂(K+١)AV ] < V [Θ̂KAV ] درنتیجه

محاسبه تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش از استفاده با را
∫ ∞

−∞
x۶e−٢x٢

dx انتگرال .6 - 1 مثال
کنید.

توزیع از تصادفی بردارهاي (X(١)
١ , . . . , X(١)

n ), . . . , (X(K)
١ , . . . , X(K)

n ) فرض کنید پاسخ.
متغیر X اینکه فرض با آنگاه می کنند. صدق (10 - 1) شرط در که به طوري استاندارد باشند، نرمال

داریم است، استاندارد نرمال ∫تصادفی ∞

−∞
x۶e−٢x٢

dx =
√٢π

∫ ∞

−∞
x۶e−٢x٢( ٢√١π

e− ١
٢ x٢)e

١
٢ x٢

dx

=
√٢πE[X۶e−٢X٢

e
١
٢ X٢ ]

≈
√٢π

nK

K∑
k=١

n∑
i=١

(X(k)
i )۶ exp

{
− ٣

٢(X(k)
i )٢},
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است. شبیه سازي تعداد بیانگر n و متضاد متغیرهاي تعداد نشان دهنده K آن در که

تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش از استفاده با (6 - 1) مثال انتگرال هاي برآورد :4 . 1 الگوریتم

توزیع از تایی n تصادفی نمونه یک آن ستون هر که Xn×K ماتریس ،(10 - 1) شرط اساس بر - 1
کن. تولید را است استاندارد نرمال

بده انجام را زیر دستورات k = ١, . . . , K براي - 2
بده. قرار Y در را X ماتریس ام k ستون -

.Z(k) = mean(Y. ∧ 6. ∗ exp(−1.5 ∗ Y. ∧ 2)) بده قرار -
کن تولید زیر صورت به ترتیب به را آن معیار انحراف و انتگرال برآورد - 3

sqrt(٢ ∗ pi) ∗ mean(Z),
std(sqrt(٢ ∗ pi) ∗ Z).

ابتدا است، منفی آن ها بین همبستگی ضریب که استاندارد نرمال تصادفی متغیر K تولید براي ⊙

و ρij = ρji که Σ =


١ ρ١٢ . . . ρ١K

ρ٢١ ١ . . . ρ٢K

... ... . . . ...
ρK١ ρK٢ . . . ١

 مثبت معین نیمه و متقارن ماتریس

چولسکی1 تجزیه توسط می گیریم. نظر در را (i ̸= j ∈ {١, ٢, . . . , K}) ρij ∈ (−١, ٠)
،Z = (Z١, Z٢, . . . , ZK) می دهیم قرار .AT A = Σ که می آوریم به دست چنان را A ماتریس
Y = صورت این در هستند. استاندارد نرمال هم از مستقل تصادفی متغیرهاي Ziها آن در که
که است، استاندارد نرمال تصادفی متغیر K از متشکل Y دیگر، عبارت به .AT Z ∼ N (٠, Σ)

.Cov[Yi, Yj] = Σij < ٠ و ρij برابر Yj و Yi بین همبستگی ضریب ،i ̸= j هر براي

1Choleskey
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مونت- کارلو، روش هاي توسط (6 - 1) مثال در انتگرال برآورد و دقیق جواب مقایسه :3 - 1 جدول
برآوردگر ها. معیار انحراف همراه به تعمیم یافته متضاد متغیرهاي و متضاد متغیرهاي

Method Value Standard deviation
Exact 0.2937 −−
Naive (K = 1) 0.2963 0.3514
Antithetic variate (K = 2) 0.2909 0.2528
Generalized antithetic variate (K = 4) 0.2951 0.17778
Generalized antithetic variate (K = 8) 0.2939 0.1250
Generalized antithetic variate (K = 16) 0.2923 0.0868
Generalized antithetic variate (K = 32) 0.2941 0.0621
Generalized antithetic variate (K = 64) 0.2937 0.0443

مونت- روش هاي توسط آن برآورد شده مقدار ،(6 - 1) مثال انتگرال  دقیق جواب ،(3 - 1) جدول در
همراه به (K ≥ ٣) تعمیم یافته متضاد متغیرهاي و (K = ٢) متضاد متغیرهاي ،(K = ١)  کارلو
به می شود مشاهده که همان طور است. شده درج شبیه سازي n = ١٠۴ با برآوردگر ها معیار انحراف

است. دقیق جواب برابر آمده به دست برآورد ،K = ۶۴ ازاي

کنترلی متغیر روش 3 - 2 - 1
می خواهیم است. معلوم X̂ ریاضی امید که به طوري باشند، تصادفی متغیر دو X̂ و X کنید فرض
تعریف زیر صورت به را Y تصادفی متغیر ابتدا منظور بدین کنیم، برآورد را Θ := E[X] مقدار

می کنیم

Y = X − c(X̂ − µ), (15 - 1)

متغیر عنوان به X̂ همچنین است. معلوم مقدار یک µ := E[X̂] و ثابت مقدار یک c آن در که
مینیمم V [Y ] که می آوریم به دست چنان را (15 - 1) عبارت در c مقدار می شود. شناخته کنترلی

داریم طرفی از شود.

V [Y ] = V [X] + c٢V [X̂] − ٢c Cov[X, X̂].
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گرفته مشتق c به نسبت فوق عبارت راست سمت از کافیست ،V [Y ] اکسترمم آوردن به دست براي
یعنی دهیم، قرار صفر برابر را آن و

٢c V [X̂] − ٢Cov[X, X̂] = ٠.

از است عبارت اکسترمم مقدار درنتیجه

c∗ = Cov[X, X̂]
V [X̂]

. (16 - 1)

برآوردگر حال است. V [Y ] مینیمم نقطه c∗ پس است مثبت c∗ نقطه در دوم مشتق که آنجایی از
می کنیم تعریف زیر صورت به را کنترلی متغیر

Θ̂CV = ١
n

n∑
i=١

[Xi − c∗(X̂i − µ)], (17 - 1)

یکسان لزوماً آن ها توزیع که هستند تصادفی نمونه دو X̂١, . . . , X̂n و X١, . . . , Xn آن در که
نیست.

و است نااریب برآوردگر یک (17 - 1) عبارت در شده تعریف کنترلی متغیر برآوردگر .3 - 1 قضیه
.V [Θ̂CV ] < V [Θ̂] همچنین

داریم است. Θ براي نااریب برآوردگر یک Θ̂CV می دهیم نشان ابتدا اثبات.

E[Θ̂CV ] = ١
n

n∑
i=١

[
E[Xi] − c∗(E[X̂i] − µ)

]
= ١

n

n∑
i=١

[
E[X] − c∗(E[X̂] − µ)

]
= ١

n

n∑
i=١

E[X] = E[X] = Θ.
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داریم واریانس کاهش اثبات براي

V [Θ̂CV ] = V
[١
n

n∑
i=١

[
Xi − c∗(X̂i − µ)

]]

= ١
n٢

n∑
i=١

[
V [Xi] + c∗٢V [X̂i] − ٢c∗Cov[Xi, X̂i]

]

= ١
n٢

n∑
i=١

[
V [Xi] +

(
Cov[Xi, X̂i)]

V [X̂i]

)٢
V [X̂i]

− ٢
(

Cov[Xi, X̂i]
V [X̂i]

)
Cov[Xi, X̂i]

]

= ١
n٢

n∑
i=١

[
V [Xi] −

(Cov٢[Xi, X̂i]
V [X̂i]

)]
<

١
n٢

n∑
i=١

V [Xi] = V
[١
n

n∑
i=١

Xi

]
= V [Θ̂].

کنید. محاسبه را
∫ ∞

−∞
e−٢z٢

dz انتگرال کنترلی، متغیر روش از استفاده با .7 - 1 مثال

یک ریاضی امید اساس بر را انتگرال است، +∞ تا −∞ از انتگرال کران اینکه به توجه با پاسخ.
داریم صورت این در می نویسیم. استاندارد نرمال تصادفی متغیر از تابع

∫ ∞

−∞
e−٢z٢

dz =
√٢π

∫ ∞

−∞
e−٢z٢

e
١
٢ z٢( ٢√١π

e− ١
٢ z٢)dz

= E[
√٢πe− ٣

٢ Z٢ ],

کنترلی متغیر و X :=
√٢πe− ٣

٢ Z٢ دهید قرار است. استاندارد نرمال تصادفی متغیر Z آن در که
داشت خواهیم آنگاه بگیرید. نظر در X̂ = e−Z٢ صورت به را

µ := E[X̂] = ٢√١π

∫ ∞

−∞
e−z٢

e− ١
٢ z٢

dz

= ٢√١π

∫ ∞

−∞
e− ٣

٢ z٢
dz ≈ ٠٫۵٧٧٣.
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بود خواهد زیر صورت به Θ̂CV کنترلی متغیر برآوردگر بنابراین

Θ̂CV = ١
n

n∑
i=١

[Xi − c∗(X̂i − µ)]

= ١
n

n∑
i=١

[√٢πe− ٣
٢ Z٢

i − c∗(e−Z٢
i − ٠٫۵٧٧٣)

]
,

که است ثابتی c∗ همچنین است. استاندارد نرمال توزیع از تصادفی نمونه Z١, . . . , Zn آن در که
می شود بیان زیر صورت به

c∗ = Cov[X, X̂]
V [X̂]

= E[
√٢πe− ٣

٢ Z٢ × e−Z٢ ] − E[
√٢πe− ٣

٢ Z٢ ] × E[e−Z٢ ]

E[e−٢Z٢ ] −
(
E[e−Z٢ ]

)٢

≈
١
n

∑n
i=١[

√٢πe− ٣
٢ Z٢

i × e−Z٢
i ] − ١

n

∑n
i=١[

√٢πe− ٣
٢ Z٢

i ] × ١
n

∑n
i=١[e−Z٢

i ]
١
n

∑n
i=١[e−٢Z٢

i ] −
( ١

n

∑n
i=١[e−Z٢

i ]
)٢ .

توسط آن برآورد شده مقدار ،(7 - 1) مثال در  شده ارائه انتگرال دقیق جواب (4 - 1) جدول در
تعمیم یافته متضاد متغیرهاي ،(K = ٢) متضاد متغیرهاي ،(K = ١) مونت- کارلو روش هاي
شبیه سازي تعداد n = ١٠٣ با برآوردگر ها معیار انحراف همراه به کنترلی متغیر و (K ≥ ٣)

است. شده گزارش

مونت- کارلو، روش هاي توسط (7 - 1) مثال در انتگرال برآورد و دقیق جواب مقایسه :4 - 1 جدول
برآوردگر ها. معیار انحراف همراه به کنترلی متغیر و تعمیم یافته متضاد متغیرهاي متضاد، متغیرهاي

Method Value Standard deviation
Exact 1.2534 −−
Naive (K = 1) 1.2460 0.9078
Antithetic variate (K = 2) 1.2725 0.6344
Generalized antithetic variate (K = 8192) 1.2534 0.0095
Control variate 1.2540 0.1242
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کنترلی متغیر روش از استفاده با (7 - 1) مثال انتگرال برآورد :5 . 1 الگوریتم

تولید X = randn(n, ١) توسط را استاندارد نرمال توزیع از X١, . . . , Xn تصادفی نمونه - 1
کن.

بده قرار - 2Y = sqrt(٢ ∗ pi) ∗ exp(−١٫۵ ∗ X. ∧ ٢),
Z = exp(−X. ∧ ٢),
c١ = (mean(Y. ∗ Z) − mean(Y ) ∗ mean(Z)),
c٢ = (mean(Z. ∧ ٢) − mean(Z) ∧ ٢),

کن تولید زیر صورت به ترتیب به را آن معیار انحراف و انتگرال برآورد - 3

mean(Y − (c١/c٢) ∗ (Z − ٠٫۵٧٧٣)),
std(Y − (c١/c٢) ∗ (Z − ٠٫۵٧٧٣)).

مهم نقاط نمونه گیري روش 4 - 2 - 1
متغیر دامنه کل روي بر نمونه گیري عمل استاندارد، مونت- کارلو شبیه سازي روش در که آنجایی از
براي مختلفی روش هاي دارد. نیاز زیادي نمونه اي نقاط تعداد به روش این می شود، انجام تصادفی
آمده به دست برآوردگر واریانس روش ها، این از استفاده با واقع در شده اند. ارائه نمونه نقاط تعداد کاهش
کاهش روش هاي از دیگر یکی عنوان به مهم نقاط نمونه گیري روش می یابد. کاهش زیادي حدود تا
جمع آوري با روش این در چگالی تابع می گیرد. قرار استفاده مورد مختلف مسائل حل در واریانس
نقاط نواحی سمت به نمونه گیري که می آید، به دست گونه اي به نمونه گیري روند طول در اطلاعات
منجر مهم، نواحی روي تمرکز با مهم نقاط نمونه گیري فرایند دیگر عبارتی به شود. داده سوق مهم

می گردد. احتمال در سریع تر همگرایی به
می گیریم نظر در را زیر چندگانه انتگرال محاسبه روش، این تشریح براي

Θ =
∫
Rn

h(x)f(x)dx,

آن انتگرال که است دلخواه پیوسته تابع h(x) و متغیره چند احتمال چگالی تابع f(x) آن در که
نوشت می توان صورت این در دارد. وجود نیز

Θ = Ef [h(X)]. (18 - 1)
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دیگر چگالی تابع g(x) کنید فرض است. f چگالی تابع به نسبت ریاضی امید Ef [·] آن در که
داریم این صورت در .support(hf) ⊂ support(g) که به طوري باشد،

Θ =
∫

X∈support(g)

h(x)f(x)
g(x)

g(x)dx

= Eg

[
h(X)f(X)

g(X)

]
.

(19 - 1)

می آید به دست زیر صورت به Θ براي نااریب برآوردگر یک ،(18 - 1) رابطه از استفاده با

Θ̂ = ١
n

n∑
i=١

h (Xi) ,

رابطه به توجه با شده اند. توزیع f چگالی با هم از مستقل و یکسان طور به X١, . . . , Xn آن در که
می گیریم نظر در زیر صورت به را جایگزین نااریب برآوردگر ،(19 - 1)

Θ̂ = ١
n

n∑
i=١

h (Xi) f (Xi)
g (Xi)

,

خواهد زیر صورت به برآوردگر این واریانس آنگاه می شوند. توزیع g چگالی تابع با متغیرها که به طوري
بود

V [Θ̂] = ١
n

V

[
h(X)f(X)

g(X)

]
.

با متناسب را g(x) و باشد h(x) > ٠ ،x ∈ support(hf) هر براي اگر که است واضح
درنتیجه .V [Θ̂] = ٠ و بود خواهد ثابت یک h(x)f(x)/g(x) آنگاه کنیم، اختیار h(x)f(x)

داشت خواهیم

g(x) = h(x)f(x)∫
u∈support(hf) h(u)f(u)du

. (20 - 1)

وجود این با کنیم. پیدا باید که است چیزي همان این و است Θ همان واقع در بالا کسر مخرج
است موردي همان ،g(x) از مهم نقاط نمونه گیري توزیع خوب انتخاب که می دهد نشان مشاهدات
که مقادیري از که بود خواهد انتخابی خوب، انتخاب یک است. شبیه h(x)f(x) به ظاهر نظر از که
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است، کوچک h(x)f(x) که مواردي در و کنیم نمونه گیري زیاد طور به است، بزرگ h(x)f(x)
دهیم. انجام متناوب طور به را عمل این

که شود محدود {g(x, α)} توزیع هاي از خانواده اي اعضاي به فقط g(x) انتخاب کنید فرض
می رسانیم حداقل به α به نسبت را زیر تابع بنابراین شده اند. پارامتربندي α روي

V

[
h(X)f(X)

g(X, α)

]
= E

(h(X)f(X)
g(X, α)

)٢− Θ٢

=
∫

x∈support(g)

h٢(x)f ٢(x)
g(x, α)

dx − Θ٢. (21 - 1)

آنگاه باشد، h(x) > ٠ اگر ،x ∈ support(hf) هر براي که کنید توجه
∫

x∈support(g)

h٢(x)f ٢(x)
g(x, α)

dx

< max
x∈support(g)

{
h(x)f(x)
g(x, α)

}∫
x∈support(g)

h(x)f(x)dx.

بود خواهد زیر صورت به واریانس بالا کران درنتیجه

V

[
h(x)f(x)
g(x, α)

]
< Θ{M(α) − Θ}, (22 - 1)

آن در که

M(α) = max
x∈support(g)

{
h(x)f(x)
g(x, α)

}
. (23 - 1)

g چگالی طرفی از می رسد. حداقل به بالا کران این شود، مینیمم α به نسبت M(α) که هنگامی
به بعید اگرچه می شود. تولید hf با متناسب احتمال چگالی تابع از که است متغیرهایی تولید براي
با g که می دهد نشان مشاهدات اما باشد، مهم نقاط نمونه گیري چگالی بهترین g که می رسد نظر

دارد. hf با خوبی تناسب واریانس، کاهش از غیر هدفی

کنید برآورد را زیر انتگرال مهم، نقاط نمونه گیري روش از استفاده با .8 - 1 مثال

Θ =
∫ ∞

a
xα−١e−xdx, (24 - 1)
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.a > ٠ و α > ١ آن در که

داریم است، ١ پارامتر با نمایی چگالی تابع e−x اینکه به توجه با پاسخ.

Θ =
∫ ∞

a
xα−١e−xdx = E[Xα−١IX>a], (25 - 1)

مونت- کارلو، شبیه سازي روش از استفاده با بنابراین .IX>a =

١ if X > a,

٠ if X ≤ a
آن در که

نمود برآورد می توان زیر صورت به را Θ

Θ̂ = ١
n

n∑
i=١

Xα−١
i IXi>a,

توزیع هم از مستقل طور به که هستند ١ پارامتر با نمایی توزیع داراي X١, . . . , Xn آن در که
اختیار زیر صورت به [a, ∞) دامنه روي را g(x) مهم نقاط نمونه گیري چگالی تابع حال شده اند.

می کنیم

g(x) = λe−λ(x−a).

توجه با صورت این در است. λ پارامتر با انتقال یافته نمایی چگالی تابع همان g(x) که کنید توجه
نوشت می توان (25 - 1) رابطه به

Θ =
∫ ∞

a

xα−١e−x

λe−λ(x−a) λe−λ(x−a)dx.

بود خواهد زیر صورت به مهم نقاط نمونه گیري روش از استفاده با Θ برآورد درنتیجه

Θ̂IS = ١
n

n∑
i=١

X̂α−١
i e−X̂i

λe−λ(X̂i−a)

مستقل طور به و هستند λ پارامتر با یافته انتقال نمایی توزیع داراي همگی X̂١, . . . , X̂n آن در که
روش طبق می کنیم. استفاده وارون تبدیل روش از X̂١, . . . , X̂n تولید براي شده اند. توزیع هم از
یکنواخت تصادفی متغیر U و FX(x) تجمعی توزیع تابع با تصادفی متغیر یک X اگر وارون، تبدیل
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تولید می توان X = F −١
X (U) صورت به را X تصادفی متغیر آنگاه باشد، (٠, ١) بازه در پیوسته

را آن سپس و کرده محاسبه زیر صورت به را یافته انتقال نمایی توزیع تابع ابتدا اساس این بر نمود.
داریم می دهیم. قرار U ∼ U(٠, ١) برابر

G(x̂) =
∫ ∞

a
λe−λ(x̂−a)dx̂ = ١ − e−λ(X̂−a).

بنابراین

١ − e−λ(X̂−a) = U −→ X̂ = a − ١
λ

ln U.

و (22 - 1) عبارات به توجه با منظور این براي شود. مینیمم V [Θ̂IS] که می یابیم طوري را λ حال
کنیم حل را زیر مسئله که کافیست (23 - 1)

min٠<λ<١ max
x>a

xα−١e−x

λe−λ(x−a) . (26 - 1)

شد. خواهد نامتناهی داخلی ماکسیمم صورت این غیر در زیرا باشد، ١ از کوچکتر باید λ طرفی از
عبارت از مشتق گیري با صورت این در باشد، (26 - 1) مسئله بهینه نقطه (x∗, λ∗) کنید فرض

داریم ترتیب به آن ها دادن قرار صفر برابر و λ و x به نسبت xα−١e−x

λe−λ(x−a)

α − ١
x∗ − ١ + λ∗ = ٠, (27 - 1)

− ١
λ∗ + x∗ − a = ٠ −→ x∗ = a + ١

λ∗ . (28 - 1)

می کند مینیمم را ΘIS واریانس که λ بهینه مقدار ،(27 - 1) عبارت در (28 - 1) معادله جایگذاري با
می شود بیان زیر صورت به

λ∗ =
a − α +

√
(a − α)٢ + ۴a

٢a
.

بود خواهد زیر صورت به مهم نقاط نمونه گیري روش از استفاده با (24 - 1) انتگرال برآورد درنتیجه

Θ̂IS = ١
n

n∑
i=١

X̂α−١
i e−X̂i

λ∗e−λ∗(X̂i−a)
,

داریم i = ١, . . . , n هر براي آن در که

X̂i = a − ١
λ∗ ln Ui, Ui

i.i.d.∼ U(٠, ١).
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مهم نقاط نمونه گیري روش از استفاده با (8 - 1) مثال انتگرال برآورد :6 . 1 الگوریتم

بده. انجام را 4 تا 2 مراحل i = ١, . . . , n براي - 1
کن. تولید exprnd(١) دستور توسط را ١ پارامتر با نمایی توزیع از Z تصادفی متغیر - 2

برو. 4 گام به صورت این غیر در .X(i) = Z بده قرار آنگاه ،Z > a اگر - 3
.X(i) = ٠ بده قرار - 4

.Y = X. ∧ (alpha − ١) بده قرار - 5
دستورات توسط ترتیب به را آن معیار انحراف و انتگرال برآورد مونت- کارلو) شبیه سازي (روش -

کن. محاسبه std(Y ) و mean(Y )
.L = (a − alpha + sqrt((a − alpha) ∧ ٢ + ۴ ∗ a))/(٢ ∗ a) بده قرار - 6

.T = a − ١/L ∗ log(rand(n, ١)) بده قرار - 7
.Z = (T. ∧ (α − ١). ∗ exp(−T ))./(L ∗ exp(−L ∗ (T − a))) بده قرار - 8

دستورات توسط ترتیب به را آن معیار انحراف و انتگرال برآورد مهم) نقاط نمونه گیري (روش -
کن. محاسبه std(Z) و mean(Z)

نمونه گیري و مونت- کارلو روش هاي ،(24 - 1) انتگرال دقیق جواب بین مقایسه یک (5 - 1) جدول در
می شود مشاهده که همان طور است. شده انجام n = ١٠۴ و a = ۵ ،α = ٣ همراه به مهم نقاط
تابع عنوان به که ،[a ∞) دامنه روي نمایی یافته انتقال چگالی تابع با مهم نقاط نمونه گیري روش
توجه است. برخوردار بالایی واریانس کاهش از می شود، گرفته نظر در مهم نقاط نمونه گیري چگالی

است. [a ∞) مهم نقاط ناحیه از نمونه گیري موضوع این علت که کنید

و مونت- کارلو روش هاي توسط (8 - 1) مثال در انتگرال برآورد و دقیق جواب مقایسه :5 - 1 جدول
برآوردگر ها. معیار انحراف همراه به مهم نقاط نمونه گیري

Method Value Standard deviation
Exact 0.2493 −−
Monte-Carlo 0.2539 3.2658
Importance Sampling 0.2494 0.0163
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اول فصل تمرینات 3 - 1
اگر باشد. (٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع از تصادفی نمونه U١, . . . , Un کنید فرض - 1

تعریف کنیم

N = min
{
n
∣∣∣ n∑

i=١
Ui > ١},

تعداد ١٠۶ و ١٠۴ ،١٠٢ با مونت- کارلو شبیه  سازي روش از استفاده با را N انتظار مورد مقدار آنگاه
آورید. به دست شبیه سازي

کنید برآورد مونت- کارلو شبیه سازي روش از استفاده با را زیر انتگرال هاي مقدار - 2

،
∫ ۶

−٢

∫ ∞

٠
(yx)٢e−x+y٣

dxdy الف)

،
∫ ∞

١

∫ ∞

−∞

√
x cos(٢xy۴)dxdy ب)

.
∫ −۶

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
exp

{
− ١

٢
[
x٢ + (y − ٢(١ − z(y − ١)

١٠
]}

dxdydz ج)

متضاد متغیرهاي متضاد، متغیرهاي واریانس کاهش از استفاده با را 2 تمرین انتگرال هاي از یک هر - 3
هم با را برآوردگر ها از یک هر کارایی و آورده به دست کنترلی متغیر و متضاد متغیر 4 با تعمیم یافته

کنید. مقایسه

را
∫ ∞

٨
x٣e−٢xdx انتگرال مقدار مهم، نقاط نمونه گیري و متضاد متغیرهاي روش از استفاده با - 4

کنید. مقایسه استاندارد مونت- کارلو روش با را یک هر کارایی و کنید برآورد

شده اند. انتخاب است مختصات مبدأ آن مرکز و ٢ آن طول که مربعی در تصادفی طور به نقطه دو - 5
شبیه سازي روش از استفاده با را آن واریانس و D انتظار مورد مقدار باشد، نقطه دو بین فاصله D اگر

کنید. محاسبه مونت- کارلو
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∫
· · ·

∫
D

[ m∑
j=١

(m − j + ٢(١xj

]
dx انتگرال مونت- کارلو شبیه  سازي روش از استفاده با - 6

m و D = {xj : j = ١, . . . , m; ٠ < x١ < . . . < xm < ١} آن در که کنید، برآورد را
است. مثبت صحیح عدد

٠٫٩۵ اطمینان بازه یک آن اساس بر و کنید شبیه سازي D در نقطه ١٠٠٠ ،m = ١٠ براي سپس
[x̄−١٫٩۶ σ√

n
x̄+١٫٩۶ σ√

n
] رابطه از می توان را درصد ٩۵ اطمینان (بازه بیابید انتگرال براي درصد

است). نمونه اعضاي تعداد n و نمونه معیار انحراف σ نمونه، میانگین x̄ آن در که آورد، به دست

بگیرید نظر در را زیر انتگرال - 7

Θ =
∫ ∞

b
xα−١e−xdx, α ≤ ١, ٠ < b,

کنید فرض کنید. تعریف g(x) = e−(x−b)Ix>b صورت به را مهم نقاط نمونه  گیري چگالی تابع و
برآوردگر دهید نشان باشد. X = b − ln R و (٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت تصادفی متغیر R

.V [Θ̂] < Θ(bα−١e−b − Θ) و است نااریب برآوردگر یک Θ̂ = Xα−١e−b

که به طوري باشد، N (µ, σ٢) تصادفی متغیر یک ساختمانی پروژه انجام زمان مدت کنید فرض - 8
۴ پارامتر با نمایی و N (١٠٠, ١۶) توزیع هاي از ترتیب به و هستند مستقل تصادفی اعداد σ و µ

K از پروژه مدت که روز هر براي دلار ١٠٠٠ باید می دهد انجام را پروژه که شرکتی می کنند. پیروي
کنید. برآورد مونت- کارلو شبیه سازي روش توسط را انتظار مورد هزینه بپردازد. می شود بیشتر روز





2 فصل

مالی مدل هاي بر مقدمه اي
زبان است. واقعی دنیاي مالی وضعیت از مدل) (یک انتزاعی نمایش یک ایجاد وظیفه مالی مدل  سازي
می شود. شامل نیز را اندازه نظریه خود نوبه به که است احتمال نظریه شامل مالی بازارهاي مدل سازي
بازده X(∆t) = S(∆t)

S(t٠) و t٠ لحظه در سهام قیمت S(t٠) کنید فرض ساده، مثال یک عنوان به
احتمال با و eu برابر p احتمال با آن مقدار که به طوري باشد، ∆t := [t٠, t١] زمانی بازه در سهام
می تواند ∆t زمانی بازه در سهام بازده لگاریتم صورت این در .(u, d ∈ R) است ed برابر ١ − p

زیرا شود، مدل سازي برنولی2 تصادفی متغیر توسط

P(ln X(∆t) = u) = p, P(ln X(∆t) = d) = ١ − p.

داریم واریانس و ریاضی امید تعاریف از استفاده با همچنین

E[ln S(∆t)
S(t٠)

] = pu + (١ − p)d,

V [ln X(∆t)] = pu٢ + (١ − p)d٢ − (E[ln X(∆t)])٢.

مالی ریاضیات اولیه مفاهیم 1 - 2
می کند. بیان مالی مسائل براي را ریاضی روش هاي کاربرد که است ریاضیات از شاخه اي مالی ریاضیات
بیمه، شرکت هاي تأمینی، صندوق هاي تجاري، بانک هاي سرمایه گذاري، بانک هاي سنتی، طور به

2Bernoulli
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ارزیابی مانند مسائلی براي مالی ریاضیات روش هاي از نظارتی آژانس هاي و شرکت ها خزانه داري
تجربی نتایج اساس بر می کنند. استفاده ریسک مدیریت و پرتفوي ساختار مشتقه، بهادار اوراق سهام،
فرایند در را دقت و کارایی مالی، بازارهاي براي تصادفی مدل هاي تحلیل و تجزیه آمده، به دست
مدل  هاي پیاده سازي حوزه، این محققان اهداف از یکی بنابراین است. داشته همراه به سرمایه گذاري
و احتمال نظریه مهم مفاهیم از برخی به بخش این در است. مالی بازارهاي ارزیابی براي تصادفی

می پردازیم. هستند، نیاز مورد کتاب این ادامه در که تصادفی فرایندهاي

Ω زیرمجموعه هاي از خانواده اي F و ناتهی مجموعه اي Ω کنید فرض (σ-میدان) .1 - 2 تعریف
هرگاه: است، σ-میدان یک F گوییم باشد،

،Ω ∈ F الف)

است)، Ω به نسبت A متمم Ac) Ac ∈ F آنگاه A ∈ F اگر ب)
+∞∪
i=١

Ai ∈ F آنگاه باشد، F در پیشامد ها از دنباله اي {A١, A٢, . . . , An, . . .} اگر ج)
باشد). شمارا باید اجتماع (این

-σ یک F و ناتهی مجموعه اي Ω کنید فرض احتمال) فضاي و احتمال (اندازه .2 - 2 تعریف
صدق زیر شرایط در هرگاه می شود، نامیده احتمال اندازه P تابع باشد. Ω زیرمجموعه هاي از میدان

کند:

،P(A) ≥ ٠ ،A ∈ F هر براي الف)

،P(Ω) = ١ ب)

آنگاه باشد، F در ناسازگار دوبه دو پیشامدهاي از دنباله اي A١, A٢, . . . , An, . . . اگر ج)

P
( +∞∪

i=١
Ai

)
=

+∞∑
i=١

P(Ai).

می گویند. احتمال فضاي را (Ω, F ,P) این صورت در

به تصادفی متغیرهاي از گردایه اي ،X مانند تصادفی فرایند یک تصادفی) (فرایند .3 - 2 تعریف
و Ω نمونه اي فضاي روي که است {X(t)}t∈T = {Xω(t), t ∈ T , ω ∈ Ω} صورت

شده اند. تعریف T اندیس گزار مجموعه
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را fω : t → Xω(t) ضابطه با fω تابع ،ω ∈ Ω هر براي فرایند) یک (مسیر .4 - 2 تعریف
می گویند. تصادفی فرایند از مسیر یک

(یک-بعدي) استاندارد براونی1 حرکت را W := {W (t)}t∈[٠,T ] تصادفی فرایند .5 - 2 تعریف
باشیم: داشته اگر می گویند، (Ω, F ,P) احتمال فضاي روي

،W (٠) = ٠ الف)

W (t + u) − W (t) ،u ≥ ٠ هر براي یعنی است، هم از مستقل نموهاي داراي W ب)
W (s) توسط شده تولید σ-میدان ،σ(·) از منظور است. σ(W (s); s ≤ t) از مستقل

است، s ≤ t براي

W (u) با هم توزیع W (t+u)−W (t) ،u ≥ ٠ براي یعنی است، مانا نموهاي داراي W ج)
باشد،

میانگین با نرمال صورت به W (t + u) − W (t) یعنی است، گاوسی2 نموهاي داراي W د)
،W (t + u) − W (t) ∼ N (٠, u) دیگر عبارتی به است. شده توزیع u واریانس و صفر

تابع دیگر عبارتی به باشد. t از پیوسته تابع W (t) یعنی است، پیوسته مسیرهاي داراي W ه)
است. پیوسته ω ∈ Ω هر براي t در t → W (t, ω)

هر براي هرگاه گویند، پالایه را Ω روي σ-میدان هاي از {F(t)}t∈[٠,T ] مجموعه .6 - 2 تعریف
باشیم داشته ٠ ≤ s ≤ t

F(s) ⊂ F(t).

است. اطلاعات از افزایشی دنباله یک پالایه بنابراین

گویند، {F(t)}t∈[٠,T ] پالایه با سازوار را X := {X(t)}t∈[٠,T ] تصادفی فرایند .7 - 2 تعریف
باشیم داشته t ≥ ٠ هر براي هرگاه

σ(Yt) ⊂ F(t).

1Brownian
2Gaussian
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با متناظر پالایه {F(t)}t∈[٠,T ] و براونی حرکت فرایند {W (t)}t∈[٠,T ] کنید فرض .1 - 2 مثال
بگیرید نظر در را زیر تصادفی فرایند باشد. آن

X(t) = f(t, W (t)), t ≥ ٠, (1 - 2)

پالایه با سازوار همواره X(t) فرایند صورت این در است. متغیره دو تابع یک f آن در که
هستند {F(t)}t∈[٠,T ] پالایه با سازوار نمونه  هایی زیر فرایندهاي است. {F(t)}t∈[٠,T ]

X(t) = W (t), X(t) = W ٢(t), X(t) = W ٢(t) − t, X(t) = W ٣(t).

{F(t)}t∈[٠,T ] پالایه با سازوار دارند، بستگی براونی حرکت گذشته کل به که فرایندهایی همچنین
مانند هستند،

X(t) = max٠≤s≤t
W (s), X(t) = min٠≤s≤t

W ٢(s).

صدق زیر شرط سه در هرگاه گوییم، مارتینگل را X := {X(t)}t∈[٠,T ] فرایند .8 - 2 تعریف
کند:

،E|X(t)| < ∞ الف)

باشد، F(t)-سازوار تصادفی فرایند یک X ب)

.s ≤ t هر براي E[X(t)|F(s)] = X(s) ج)

زیرا است، مارتینگل فرایند یک براونی حرکت .2 - 2 مثال

E[W (t) | F(s)] = E[(W (t) − W (s)) + W (s) | F(s)]
= E[W (t) − W (s) | F(s)] + E[W (s) | F(s)]
= E[W (t) − W (s)] + W (s) = W (s).

براونی حرکت براي مارتینگل فرایندهاي خاصیت عنوان به (8 - 2) تعریف از (ب) و (الف) شرایط بعلاوه
هستند. صادق همواره
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متناظر پالایه {F(t)}t∈[٠,T ] و براونی حرکت W (t) کنید فرض نمایی) (مارتینگل .3 - 2 مثال
فرایند یک Z(t) = exp

{
σW (t) − ١

٢σ٢t
}

است، ثابت پارامتر σ اینکه فرض با باشد. آن با
بود. خواهد مارتینگل

است. براقرار Z(t) تصادفی فرایند براي وضوح به مارتینگل خاصیت از (ب) و (الف) شرایط اثبات.
داریم صورت این در s ≤ t کنید فرض (ج)، خاصیت براي

E[Z(t) | F(s)]

= E
[

exp
{
σW (t) − ١

٢σ٢t
}

| F(s)
]

= E
[

exp
{
σ(W (t) − W (s))

}
· exp

{
σW (s) − ١

٢σ٢t
}

| F(s)
]

= exp
{
σW (s) − ١

٢σ٢t
}

· E
[

exp
{
σ(W (t) − W (s))

}
| F(s)

]
. (2 - 2)

هر براي آنگاه باشد، F(s) پالایه از مستقل X(t) مانند دلخواه تصادفی متغیر یک اگر طرفی از
خواهیم دیگر عبارتی به است. F(s) از مستقل نیز f(X(t)) تصادفی متغیر ،f مانند پیوسته تابع

داشت

E[f(X(t)) | F(s)] = E[f(X(t))].

نیز exp{σ(W (t) − W (s))} پس است، F(s) از مستقل W (t) − W (s) که آنجایی از
داریم و بود خواهد F(s) پالایه از مستقل

E
[

exp
{
σ(W (t) − W (s))

}
| F(s)

]
= E

[
exp

{
σ(W (t) − W (s))

}]
.

به دست است، t−s واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع داراي W (t)−W (s) اینکه به توجه با
می آید

E
[

exp
{
σ(W (t) − W (s))

}]
= exp

{١
٢σ٢(t − s)

}
.

داشت خواهیم (2 - 2) عبارت در فوق رابطه جایگذاري با درنهایت

E[Z(t) | F(s)] = exp
{
σW (s) − ١

٢σ٢s
}

= Z(s).
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تصادفی حسابان 2 - 2
ایده بود. خواهد مفید معمولی انتگرال و دیفرانسیل حساب مرور تصادفی، حسابان به پرداختن از قبل
تابع تغییر نرخ دانستن با را تابع یک مقادیر می توان که است این انتگرال و دیفرانسیل حساب اصلی
می دهد. نشان t زمان در را (یک-بعدي) ذره یک موقعیت f(t) کنید فرض مثال براي آورد. به دست
بیان زیر صورت به df(t) یعنی ذره، موقعیت تغییر نرخ است، نرخ تابع C(t, f(t)) اینکه فرض با

می شود

df(t) = C(t, f(t))dt,

کرد بازنویسی زیر صورت به را آن می  توان معادل طور به که

df(t)
dt

= f ′(t) = C(t, f(t)).

شیب با مستقیم خط یک امتداد در کوتاه زمان مدت براي f نمودار ،t زمان در دیگر عبارتی به
به ذره موقعیت آن در که است دیفرانسیل معادله یک از مثالی این می کند. حرکت C(t, f(t))
خواهد زیر صورت به شده تعریف تابع باشد، معلوم f(٠) اولیه شرط اگر و دارد بستگی زمانی مقطع

بود

f(t) = f(٠) +
∫ t

٠
C(x, f(x))dx.

براي دیفرانسیل معادله طرفین از ابتدا که است این انتگرال و دیفرانسیل حساب در استاندارد رویکرد
تصادفی، حسابان در اما می پردازیم. انتگرال حل به سپس و گرفته انتگرال دیفرانسیل رفتن بین از
تصادفی انتگرال توصیف به ابتدا موضوع این به پرداختن براي نیست. تعریف قابل راحتی این به مشتق

می پردازیم.
بگیرید نظر در را زیر انتگرال باشد. براونی حرکت یک W (t) و مثبت عدد T کنید فرض

∫ t

٠
Γ(s)dW (s), (3 - 2)

است. W (t) توسط شده تولید پالایه با سازوار تصادفی فرایند یک Γ(t) انتگرالده تابع آن در که
زمان در را سهام قیمت نقش Γ(t) بعدي، بخش  هاي در که است آن کار این انجام براي ما دلیل
بستگی t زمان تا سهام قیمت مسیر به معمولاً لحظه این در قیمت که آنجایی از و می کند ایفا t
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به که پدیده اي هر کنید توجه می گیریم. نظر در F(t) پالایه با سازوار فرایند یک را Γ(t) دارد،
این به Γ(t) بودن سازوار واقع در است. تصادفی خود باشد، داشته بستگی تصادفی فرایند یک مسیر
اطلاعات دیگر عبارتی به باشد. F(t)-اندازه پذیر فرایند یک ،t ≥ ٠ هر براي Γ(t) که است معنی
Γ(t) و ایستاده ایم ٠ زمان در وقتی است. کافی زمان آن در Γ(t) ارزیابی براي t زمان در موجود
لحظه به زمانی که می کند. پیروي تصادفی متغیر یک از و ناشناخته ما براي Γ(t) است، مثبت کاملاً
یاد به است. شده برطرف آن بودن تصادفی و داریم Γ(t) ارزیابی براي کافی اطلاعات می رسیم، t

یک Γ(t) که آنجایی از و هستند F(t) از مستقل t زمان از پس براونی حرکت نموهاي که داریم
که مدل  هایی باشد. نیز براونی حرکت آینده نموهاي از مستقل باید است، F(t)-اندازه پذیر فرایند
تاریخچه به است ممکن می گیریم نظر در سهام) (مانند دارایی قیمت ارزیابی براي آتی بخش هاي در
که باشند براونی حرکت آتی نموهاي از مستقل باید آن ها اما باشد، داشته بستگی دارایی آن قیمت

می کنند. هدایت را قیمت ها این
حرکت مسیرهاي که است این هستیم مواجه آن با (3 - 2) تصادفی انتگرال مفهوم در که مشکلی
کنیم تعریف می توانیم باشد، مشتق پذیر تابع یک g(t) اگر نیستند. مشتق پذیر زمان به نسبت ∫براونی T

٠
Γ(s)dg(s) =

∫ T

٠
Γ(s)g′(s)ds.

براي فوق رابطه که حالی در است، زمان به نسبت معمولی انتگرال یک بالا معادله راست قسمت
نیست. مشتق پذیر براونی حرکت زیرا بود، نخواهد برقرار g(t) = W (t)

براونی حرکت مسیرهاي مشتق  پذیري عدم مورد در را روشی ایتو1 ،(3 - 2) انتگرال تعریف براي
انتگرال  به را آن سپس و کرد تعریف ساده فرایند براي را ایتو انتگرال ابتدا کار، این براي او نمود. ابداع

داد. تعمیم ساده فرایندهاي انتگرال از حدي عنوان به غیرساده فرایندهاي

باشد. t لحظه تا آن توسط شده تولید پالایه F(t) و براونی حرکت W (t) کنید فرض .9 - 2 تعریف
افراز هرگاه گویند، ساده را Γ = {Γ(t)}t∈[٠,T ] تصادفی فرایند

Πn : ٠ = t٠ < t١ < . . . < tn−١ < tn = T, (4 - 2)

که به طوري باشد، داشته وجود i = ١, . . . , n براي Ui تصادفی متغیرهاي و

Γ(t) =

Un, اگر t = T,

Ui, اگر ti−١ ≤ t ≤ ti, i = ١, . . . , n.

1Ito
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یک Ui دیگر عبارتی به است. i = ١, . . . , n براي F(ti) پالایه با سازوار U١, . . . , Un دنباله
می کند. بیان را ti−١ لحظه تا براونی حرکت از تابع

است، نمونه فضاي Ω اینکه فرض با می دهد. نشان را ساده فرایند از مسیر یک (1 - 2) شکل
W (t) براونی حرکت مسیر که همان طور داشت، خواهد بستگی ω ∈ Ω به شده داده نشان مسیر
با احتمالاً و براونی حرکت از دیگري مسیر کنیم، انتخاب را متفاوتی ω اگر حال دارد. بستگی آن به
موجود اطلاعات به می تواند فقط Γ(t) مقدار حال این با می شویم. رو به رو Γ(t) از متفاوتی مسیر
باید Γ(٠) مقدار ندارد، وجود ٠ زمان در اطلاعاتی هیچ که آنجایی از باشد. داشته بستگی t زمان در
ندارد. بستگی ω به ٠ ≤ t < t١ براي Γ(t) قطعه اولین بنابراین باشد. یکسان مسیرها همه براي
بازه اولین در شده انجام مشاهدات به می تواند [t١, t٢) یعنی دوم، بازه در Γ(t) مقدار وجود، این با

باشد. داشته بستگی زمانی

ساده. فرایند از مسیر یک :1 - 2 شکل

که روشی براساس (3 - 2) رابطه در W (t) براونی حرکت و Γ(t) ساده فرایند بین متقابل اثر مورد در
در دارایی یک سهم هر قیمت عنوان به را W (t) کرد. خواهیم عمل می کنیم اشاره آن به ادامه در
می شود، شامل را مثبت همچنین و منفی مقادیر براونی حرکت که آنجایی از بگیرید. نظر در t زمان
فرض می گیریم. نادیده را آن بنابراین باشد. سهام مانند دارایی یک قیمت براي خوبی مدل نمی تواند
دارایی آن سهم تعداد Γ(t٠), Γ(t١), . . . , Γ(tn) و دارایی معاملات زمان t٠, t١, . . . , tn کنید
از حاصل زیان یا سود می شود. نگهداري معاملات بعدي تاریخ تا که باشد معاملات از زمان هر در
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می شود بیان زیر روابط توسط t زمان هر در معامله

I(t) = Γ (t٠) [W (t) − W (t٠)] = Γ(t٠)W (t), ٠ ≤ t ≤ t١,
I(t) = Γ(t٠)W (t١) + Γ (t١) [W (t) − W (t١)] , t١ ≤ t ≤ t٢,
I(t) = Γ(t٠)W (t١) + Γ (t١) [W (t٢) − W (t١)] + Γ (t٢) [W (t) − W (t٢)] ,

t٢ ≤ t ≤ t٣,

منفی یا مثبت می تواند براونی حرکت وجود اساس بر I(t) که کنید توجه آخر. الی طور همین و
زیان در صورت این غیر در و سود در t لحظه در سرمایه گذار باشد، مثبت I(t) که صورتی در باشد.

آنگاه ،tk ≤ t ≤ tk+١ اگر کلی، حالت در است.

I(t) =
k−١∑
j=٠

Γ (tj) [W (tj+١) − W (tj)] + Γ (tk) [W (t) − W (tk)] . (5 - 2)

داده نمایش زیر صورت به که است Γ(t) ساده فرایند از ایتو انتگرال (5 - 2) رابطه در I(t) فرایند
می شود

I(t) =
∫ t

٠
Γ(s)dW (s).

تمام براي را ایتو انتگرال ادامه، در کردیم. بیان ساده فرایندهاي براي را ایتو انتگرال تاکنون
براي ایتو انتگرال هاي که می دهیم نشان و داده تعمیم هستند پیوسته مسیر داراي که فرایندهایی
فرض زد. تقریب ساده فرایندهاي براي ایتو انتگرال هاي توسط می توان را پیوسته مسیر با فرایندهایی
در که داریم یاد به باشد. F(t) پالایه با سازوار و پیوسته فرایند از مسیر یک {∆(t)}t∈[٠,T ] کنید

است. F(t)-اندازه پذیر فرایند یک ∆(t) صورت این

آنگاه باشد، (4 - 2) افراز با ساده فرایند یک {Γn(t)}t∈[٠,T ] اگر .1 - 2 قضیه

lim
n→∞

E
[∫ t

٠

∣∣∣∆(s) − Γn(s)
∣∣∣dW (s)

]٢
= ٠. (6 - 2)

از مسیر هر آنگاه ،(n → ∞ (یعنی می کند میل صفر به افراز طول وقتی که است این کار ایده
ارائه را کار این انجام طریقه (2 - 2) (شکل زد تقریب ساده فرایندهاي توسط می  توان را پیوسته فرایند
فرایند از مسیر هر براي می توان را (5 - 2) رابطه در شده بیان ایتو انتگرال صورت این در می دهد).

گرفت. به کار پیوسته
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ساده. فرایند توسط پیوسته فرایند از مسیر یک تقریب :2 - 2 شکل

کنید فرض می کنیم. ثابت t = ١ براي را قضیه کلیت، از کاستن بدون اثبات.

Γn(t) = Γ(j, n), j

n
≤ t ≤ j + ١

n
,

داریم ،j ≥ ١ براي و Γ(٠, n) = ∆٠ آن در که

Γ(j, n) = n
∫ j/n

(j−١)/n
∆(s)ds.

گرفتن به کار با و Γn(t) → ∆(t) درنتیجه است. پیوسته 1 احتمال با t → ∆(t) تابع طرفی از
آن در که می شود، حاصل lim

n→∞
Yn = ٠ لبگ1 اندازه براي کراندار همگرایی قضیه

Yn =
∫ ١

٠
[Γn(t) − ∆(t)]٢ dt.

می آید به دست هستند، کراندار یکنواخت صورت به {Yn} تصادفی متغیرهاي که آنجایی از

lim
n→∞

E
[∫ ١

٠

∣∣∣∆(s) − Γn(s)
∣∣∣dW (s)

]٢
= lim

n→∞
E
[∫ ١

٠
[Γn(t) − ∆(t)]٢ dt

]
= lim

n→∞
E [Yn] = ٠.

1Lebesgue
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فرایند یک ،٠ ≤ t ≤ T براي ∆(t) و مثبت عدد یک T کنید فرض ایتو. انتگرال خواص
است: زیر ویژگی هاي داراي I(t) =

∫ t
٠ ∆(s)dW (s) ایتو انتگرال آنگاه باشد. سازوار تصادفی

هستند، پیوسته I(t) مسیرهاي (پیوستگی) الف)
است، F(t)-اندازه پذیر ،I(t) تصادفی فرایند ،t هر براي (سازواري) ب)

باشند، ایتو انتگرال دو J(t) =
∫ t

٠ Γ(s)dW (s) و I(t) =
∫ t

٠ ∆(s)dW (s) اگر (خطی) ج)
داریم c مانند ثابت مقدار هر براي و I(t) ± J(t) =

∫ t
٠ (∆(s) ± J(s))dW (s) آنگاه

،cI(t) =
∫ t

٠ c∆(s)dW (s)
است، مارتینگل تصادفی فرایند یک I(t) (مارتینگلی) د)

،E[I٢(t)] =
∫ t

٠ E[∆٢(s)]ds ایتو) (ایزومتري ه)
.dI(t)dI(t) =

∫ t
٠ ∆٢(s)ds دوم) مرتبه (تغییرات و)

تصادفی دیفرانسیل معادلات 1 - 2 - 2
در می شود. گفته دیفرانسیل معادله باشد، آن ها مشتقات و توابع شامل که ریاضی معادله یک به
نرخ تابع، مشتقات که به طوري دارند مطابقت فیزیکی مقادیر با معمولاً توابع این واقعی، کاربردهاي
داد. نشان را مشتقات بین رابطه می توان دیفرانسیل معادلات از استفاده با می دهند. نشان را تغییرات
جمعیت اندازه بیانگر N(t) کنید فرض بگیرید. نظر در را جمعیت افزایش ساده مدل مثال عنوان به
و جمعیت اندازه تغییر میزان dN(t)/dt ،t لحظه در قطعی نسبی رشد نرخ α(t) ، t لحظه در

بود خواهد زیر صورت به متناظر دیفرانسیل معادله آنگاه باشد. اولیه مقدار N٠

dN(t)
dt

= α(t)N(t), N(٠) = N٠. (7 - 2)

جمعیت و رشد نرخ ضرب با برابر t زمان در جمعیت تغییر سرعت که است معنی این به فوق معادله
اثرات برخی تأثیر تحت و نیست شده شناخته کاملاً α(t) معمولاً حال این با است. لحظه آن در

گرفت نظر در زیر صورت به می توان را آن بنابراین است. تصادفی) (عوامل محیطی زیست

α(t) = r(t) + β noise.

تصادفی جمله بیانگر noise همچنین است. واقعی مقدار با ثابت عدد یک β و قطعی بخش r(t)
دارد. مشخصی احتمال توزیع فقط و نیست مشخص دقیقاً نظر مورد پدیده رفتار که معنا بدین است،
حاصلضرب اساس بر را آن می توان که می شود گرفته نظر در سفید نویز یک کلی طور به نویز اصطلاح
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می شود تبدیل زیر صورت به (7 - 2) معادله بنابراین کرد. مدل سازي زمانی نمو و براونی حرکت نمو

dN(t)
dt

=
(

r(t) + βnoise
)

N(t) =
(

r(t) + βdtdW (t)
)

N(t).

داریم درنتیجه

dN(t) = r(t)N(t)dt + βN(t)dW (t).

افزودن با واقع در می گویند. تصادفی دیفرانسیل معادله را دیفرانسیل معادله این نویز، وجود دلیل به
می یابیم. دست طبیعی پدیده  هاي با مطابق و واقعی تر مدلی به تصادفی عامل

فضاي یک (Ω, F ,P) کنید فرض تصادفی) دیفرانسیل معادلات کلی (فرم .10 - 2 تعریف
و باشد {F(t)}t∈[٠,T ] پالایه با احتمال

W (t) = (W١(t), W٢(t), . . . , Wm(t))T , t ≥ ٠
به g و f توابع با تصادفی دیفرانسیل معادله باشد. احتمال فضاي روي بعدي m براونی حرکت یک

است زیر فرم dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X(t))dW (t), ٠ ≤ t ≤ T,

X(٠) = X٠,
(8 - 2)

f : [٠, T ] × Rn → Rn همچنین است. بعدي n تصادفی متغیر X٠ و T > ٠ که به طوري
انتگرالی صورت به می توان را تصادفی دیفرانسیل معادله بعلاوه .g : [٠, T ] × Rn → Rn×m و

نوشت زیر

X(t) = x٠ +
∫ t

٠
f(s, X(s))ds +

∫ t

٠
g(s, X(s))dW (s).

(8 - 2) رابطه صورت به تصادفی دیفرانسیل معادله داراي X(t) تصادفی فرایند اگر ایتو) (لم .1 - 2 لم
است زیر فرم به تصادفی دیفرانسیل معادله داراي h := h(t, x) آنگاه باشد،

dh = ∂h

∂t
dt + ∂h

∂x
dX(t) + ١

٢
∂٢h
∂x٢ dX(t)dX(t),

مرتبه مشتق و x به نسبت آن دوم مرتبه مشتق که است پیوسته تابع یک h : R٢ → R آن در که
است. موجود t به نسبت آن اول
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تولید پالایه {F(t)}t∈[٠,T ] و مارتینگل فرایند یک X(t) کنید فرض لوي1) (قضیه .2 - 2 قضیه
مسیرهاي داراي صفر، برابر t = ٠ لحظه در X(t) کنید فرض همچنین باشد. آن توسط شده
یک X(t) صورت این در .dX(t)dX(t) = dt یعنی باشد، dt دوم مرتبه تغییرات و پیوسته

است. براونی حرکت

تابع این براي ایتو لم گرفتن به کار با باشد. دلخواه پیوسته تابع یک f(t, x) کنید فرض اثبات.
می آید به دست

df(s, X(s)) = fs(s, X(s))ds + fx(s, X(s))dX(s)

+ ١
٢fxx(s, X(s))dX(s)dX(s).

داریم t تا ٠ از s به نسبت فوق رابطه از انتگرال گیري با

f(t, X(t)) =f(٠, X(٠)) +
∫ t

٠
fs(s, X(s))ds +

∫ t

٠
fx(s, X(s))dX(s)

+ ١
٢
∫ t

٠
fxx(s, X(s))dX(s)dX(s)

=f(٠, ٠) +
∫ t

٠
fs(s, X(s))ds +

∫ t

٠
fx(s, X(s))dX(s)

+ ١
٢
∫ t

٠
fxx(s, X(s))ds. (9 - 2)

آن  ها احتمال توزیع تابع آنگاه باشد، یکسان تصادفی متغیر دو گشتاور مولد تابع اگر که می دانیم
واریانس و ٠ میانگین با نرمال توزیع داراي t لحظه در براونی حرکت می دانیم طرفی از است. یکسان
گشتاور مولد تابع کنیم ثابت کافیست است، براونی حرکت نیز X(t) دهیم نشان اینکه براي است. t
دیگر عبارتی به است. برابر t واریانس و ٠ میانگین با نرمال تصادفی متغیر گشتاور مولد تابع با آن

کنیم ثابت باید

E[euX(t)] = e
١
٢ u٢t, u ∈ R.

داشت خواهیم (9 - 2) رابطه طرفین از ریاضی امید گرفتن با

E[f(t, X(t))] =f(٠, ٠) + E[
∫ t

٠
fs(s, X(s))ds] + E[

∫ t

٠
fx(s, X(s))dX(s)]

+ ١
٢E[

∫ t

٠
fxx(s, X(s))ds]. (10 - 2)

1Levy
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∫ t
٠ fx(s, X(s))dX(s) انتگرال پس است، مارتینگل تصادفی فرایند یک X(t) که آنجایی از

است. یکسان دامنه اش کل در مارتینگل فرایند یک ریاضی امید طرفی از بود. خواهد مارتینگل نیز
داریم بنابراین

E[
∫ t

٠
fx(s, X(s))dX(s)] = E[

∫ ٠
٠

fx(s, X(s))dX(s)] = ٠.

می آید به دست (10 - 2) رابطه در فوق عبارت جایگذاري با

E[f(t, X(t))] =f(٠, ٠) + E
[ ∫ t

٠
(
fs(s, X(s)) + ١

٢fxx(s, X(s))
)
ds
]
.

(11 - 2)

کنیم تعریف زیر صورت به را آن می توانیم بود، دلخواه تابع یک f(t, x) که آنجایی از

f(t, x) = eux− ١
٢ u٢t, u ∈ R.

داریم صورت این در

ft(t, x) = −١
٢u٢f(t, x), fx(t, x) = uf(t, x), fxx(t, x) = u٢f(t, x).

داشت خواهیم بنابراین

ft(t, X(t)) + ١
٢fxx(t, X(t)) = ٠.

نوشت می توان (11 - 2) رابطه در فوق عبارت جایگذاري با

E[euX(t)− ١
٢ u٢t] = f(٠, ٠) = ١.

می آید به دست زیر صورت به X(t) گشتاور مولد تابع درنتیجه

E[euX(t)] = e
١
٢ u٢t, u ∈ R,

می شود. کامل اثبات و
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کشور یک در اقتصادي رکود که هنگامی وسیچک1) تصادفی دیفرانسیل (معادله .4 - 2 مثال
بهره نرخ تولید، از حمایت و اقتصادي اوضاع کنترل براي مرکزي بانک هاي برسد، اندازه از بیش به
بحران یک در کشور یا باشد اندازه از بیش رکود اگر خاص، موارد از بعضی در می دهند. کاهش را
به دست وسیچک مدل تحت که مقادیري می گیرند. درنظر منفی را بهره نرخ باشد، رفته فرو اقتصادي
اینکه به توجه با است. مطلوب بهره نرخ مدل سازي براي ویژگی این و باشد منفی می تواند می آید
مدل که ویژگی هایی از دیگر یکی می گردد، باز خود میانگین سطح به زمان طول در بهره نرخ ارزش
میانگین به بازگشت خاصیت است کرده تبدیل بهره  نرخ مدل سازي در محبوب مدل یک به را وسیچک

است. مدل این
مدل تحت صورت این در باشد. t ∈ [٠, T ] لحظه در بهره نرخ مقدار R(t) کنید فرض

می شود بیان زیر تصادفی دیفرانسیل معادله توسط بهره نرخ مقدار وسیچک،

dR(t) = (α − βR(t))dt + σdW (t), t ∈ [٠, T ], (12 - 2)

سطح ترتیب، به آن ها تعبیر که هستند مثبت ثابت هاي σ و β ،α براونی، حرکت W (t) آن در که
معادله از مثال یک (12 - 2) معادله است. تلاطم و میانگین به بازگشت سرعت میانگین، به بازگشت
تعریف را زیر متغیره دو تابع ،(12 - 2) تصادفی دیفرانسیل معادله حل براي است. تصادفی دیفرانسیل

کنید
f(t, x) = eβtx.

داشت خواهیم ایتو لم از استفاده با صورت این در

df(t, R(t)) = ft(t, R(t))dt + fx(t, R(t))dR(t) + ١
٢fxx(t, R(t))dR(t)dR(t).

داریم بنابراین

deβsR(s) = eβsβR(s)ds + eβsdR(s)

= eβsβR(s)ds + eβs
(

(α − βR(s))ds + σdW (s)
)

= eβsαds + eβsσdW (s), ٠ ≤ s ≤ t ≤ T.

1Vasicek
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به R(t) بسته فرم ،e−βt در طرفین ضرب و t تا ٠ از s به نسبت فوق عبارت از انتگرال گیري با
می آید به دست زیر صورت

R(t) = e−βtr + α

β

(١ − e−βt
)

+
∫ t

٠
σe−β(t−s)dW (s), r = R(٠).

(13 - 2)

بنابراین است. صفر میانگین داراي (13 - 2) معادله در ∫ t
٠ σe−βt(−s)dW (s) ایتو انتگرال می دانیم

توجه با همچنین بود. خواهد e−βtr + α
β
(١ − e−βt) میانگین داراي (13 - 2) معادله در R(t)

است زیر واریانس داراي ∫ t
٠ σe−βt(−s)dW (s) انتگرال ایتو، ایزومتري خاصیت ∫به t

٠
σ٢e−٢β(t−s)ds = σ٢

٢β
(١ − e−٢βt).

تصادفی) عامل (بدون قطعی عبارت یک عنوان به e−βtr + α
β
(١ − e−βt) واریانس که آنجایی از

بود. خواهد σ٢
٢β

(١ − e−٢βt) برابر (13 - 2) معادله در R(t) واریانس پس است، صفر
که صورتی در است. صفر برابر (12 - 2) عبارت در (dt (ضریب رانش قسمت ،R(t) = α

β
اگر

این ،R(t) < α
β

زمانی که می یابد. میل α
β

به R(t) و می شود منفی قسمت این ،R(t) > α
β

اگر
،t ∈ [٠, T ] هر براي آنگاه ،r = α

β
اگر می یابد. سوق α

β
به هم باز R(t) و است مثبت قسمت

. lim
t→∞

E[R(t)] = α
β

آنگاه ،r ̸= α
β

اگر همچنین .E[R(t)] = α
β

بهره نرخ R(t) کنید فرض کاکس-اینگرسُل-راس1) تصادفی دیفرانسیل (معادله .5 - 2 مثال
،(CIR) کاکس-اینگرسُل-راس مدل تحت صورت این در باشد. t ∈ [٠, T ] لحظه در بازار تلاطم یا

می شود: بیان زیر تصادفی دیفرانسیل معادله توسط بازار تلاطم یا بهره نرخ

dR(t) = (α − βR(t))dt + σ
√

R(t)dW (t), r = R(٠), (14 - 2)

بازگشت سطح بیانگر ترتیب به که هستند مثبت ثابت هاي σ و β ،α براونی، حرکت W (t) آن در که
مقادیر تنها مدل این وسیچک، مدل برخلاف هستند. تلاطم و میانگین به بازگشت سرعت میانگین، به
(مرسوم زیر شرط در پارامترها اگر تنها و اگر هستند مثبت همواره فرایند این مقادیر می پذیرد. را مثبت

کنند صدق فلر2) شرط به

αβ > ٢σ٢.

1Cox-Ingersoll-Ross
2Feller
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می تواند CIR فرایند براي آمده به دست مقادیر نکنند، صدق فلر شرط در پارامترها اگر که کنید توجه
که شوند موهومی اعداد مدل این تحت بازار تلاطم یا بهره نرخ  که می شود باعث این و باشد منفی
است، مثبت همواره فلر شرط تحت مدل این در خروجی اینکه به توجه با بود. نخواهد مطلوبی نتیجه
CIR مدل که است ذکر به لازم می شود. استفاده بازار تلاطم مدل سازي براي معمولا CIR مدل از

است. میانگین به بازگشت خاصیت داراي وسیچک مدل مانند نیز
اما آورد، به دست صریح طور به نمی توان را آن جواب CIR مدل در R(t) ریشه وجود علت به

می کنیم تعریف را زیر تابع کار، این براي کرد. مشخص می توان را مدل این توزیع

f(t, x) = eβtx.

داریم ایتو لم از استفاده با صورت این در

d
(
eβtR(t)

)
= df(t, R(t))

= ft(t, R(t))dt + fx(t, R(t))dR(t) + ١
٢fxx(t, R(t))dR(t)dR(t)

= βeβtR(t)dt + eβt(α − βR(t))dt + eβtσ
√

R(t)dW (t)

= αeβtdt + σeβt
√

R(t)dW (t)

می آید به دست فوق عبارت طرفین از انتگرال گیري با

eβtR(t) = r + α
∫ t

٠
eβudu + σ

∫ t

٠
eβu

√
R(u)dW (u)

= r + α

β

(
eβt − ١)+ σ

∫ t

٠
eβu

√
R(u)dW (u)

داشت خواهیم است، صفر برابر ایتو انتگرال ریاضی امید اینکه به توجه با

eβtE[R(t)] = r + α

β

(
eβt − ١) ,

معادل طور به و

E[R(t)] = e−βtr + α

β

(١ − e−βt
)

. (15 - 2)
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براي است. وسیچک مدل مشابه CIR مدل تلاطم فرایند ریاضی امید می شود مشاهده که همان طور
ایتو لم از استفاده با صورت این در .X(t) = eβtR(t) می دهیم قرار R(t) واریانس محاسبه

می آید به دست

dX(t) = βeβtR(t)dt + eβtdR(t)

= αeβtdt + σeβt
√

R(t)dW (t)

= αeβtdt + σe
βt
٢
√

X(t)dW (t). (16 - 2)

داشت خواهیم X٢(t) براي ایتو لم گرفتن به کار با لذا

d
(
X٢(t)

)
= ٢X(t)dX(t) + dX(t)dX(t)

= ٢αeβtX(t)dt + ٢σe
βt
٢ X

٣
٢ (t)dW (t) + σ٢eβtX(t)dt.

می آید به دست فوق عبارت طرفین از انتگرال گیري با

X٢(t) = X(٠)٢ +
(٢α + σ٢) ∫ t

٠
eβuX(u)du + ٢σ

∫ t

٠
e

βu
٢ X

٣
٢ (u)dW (u).

داریم است، صفر دوم انتگرال ریاضی امید اینکه به توجه با

E[X٢(t)] = X(٠)٢ +
(٢α + σ٢) ∫ t

٠
eβuE[X(u)]du

= r٢ +
(٢α + σ٢) ∫ t

٠
eβu

(
r + α

β

(
eβu − ١)) du

= r٢ + ٢α + σ٢

β

(
r − α

β

)(
eβt − ١)+ ٢α + σ٢

٢β
· α

β

(
e٢βt − ١) .

(17 - 2)

بنابراین

E[R٢(t)] = e−٢βtE[X٢(t)]

= e−٢βtr٢ + ٢α + σ٢

β

(
r − α

β

)(
e−βt − e−٢βt

)
+ α (٢α + σ٢)

٢β٢
(١ − e−٢βt

)
. (18 - 2)
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داریم درنهایت

V [R(t)] =E[R٢(t)] − (E[R(t)])٢

=e−٢βtr٢ + ٢α + σ٢

β

(
r − α

β

)(
e−βt − e−٢βt

)
+ α (٢α + σ٢)

٢β٢
(١ − e−٢βt

)
− e−٢βtr٢

− ٢α

β
r
(
e−βt − e−٢βt

)
− α٢

β٢
(١ − e−βt

)٢

=σ٢

β
r
(
e−βt − e−٢βt

)
+ ασ٢

٢β٢
(١ − ٢e−βt + e−٢βt

)
.

.limt→∞ V [R(t)] = ασ٢
٢β٢ نوشت می توان طرفی از

سهام قیمت براي تصادفی مدل هاي 3 - 2
می تواند زمان این که کنیم مدل زمان از نقطه هر در را دارایی ارزش باید مشتقه، هر قیمت گذاري براي
معناي به این عمل، در شود. گرفته باید سرمایه گذاري تصمیم آن در که باشد لحظه اي یا بازده یک
گذشته، سالیان طول در است. تصادفی فرایند یک از استفاده با (سهام) دارایی قیمت تکامل توصیف
با همراه مدل هاي تصادفی، تلاطم مدل هاي ثابت، تلاطم مدل  هاي مانند مختلفی تصادفی مدل هاي
اینکه به توجه با مدل ها این از یک هر واقع در شدند. معرفی رژیم-سوئیچینگ مدل هاي و قیمت پرش
را تصادفی مدل هاي متداول ترین بخش این در می شوند. گرفته به کار دارد قرار وضعیتی چه در بازار

می کنیم. بیان سهام قیمت ارزیابی براي

هندسی براونی حرکت مدل 1 - 3 - 2
مدل تحت سهام قیمت دینامیک است، t ∈ [٠, T ] لحظه در سهام قیمت S(t) اینکه فرض با

است زیر صورت به هندسی براونی حرکت

dS(t) = µS(t)dt + σS(t)dW (t), (19 - 2)
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است. بازار تلاطم σ > ٠ و بازده نرخ میانگین µ استاندارد، براونی حرکت W (t) آن در که
همیشه که است دارایی قیمت فرایند از ممکن مسیر هاي تمام شامل هندسی براونی حرکت مدل

دهیم قرار اگر است. رفته به کار آن در براونی حرکت یک تنها و ندارد پرشی هیچ است، مثبت

X(t) = ln S(t) = f(S(t)),

داریم ایتو لم از استفاده با آنگاه

dX(t) = f ′(S(t))dS(t) + ١
٢σ٢f ′′(S(t))dt

= µdt + σdW (t) − ١
٢σ٢dt = (µ − ١

٢σ٢)dt + σdW (t).

می آید به دست t تا ٠ از فوق عبارت انتگرال گیري با

X(t) = X(٠) + (µ − ١
٢σ٢)t + σW (t).

داشت خواهیم ،X(t) = ln S(t) اینکه به توجه با

S(t) = S(٠) exp
{

(µ − ١
٢σ٢)t + σW (t)

}
. (20 - 2)

نوشت می توان آنگاه ،u < t اگر کلی طور به

S(t) = S(u) exp
{

(µ − ١
٢σ٢)(t − u) + σ(W (t) − W (u))

}
. (21 - 2)

هندسی براونی حرکت مدل از و t ∈ [٠, T ] لحظه در سهام قیمت S(t) کنید فرض .3 - 2 قضیه
دیگر عبارت به می کند، پیروي

dS(t) = µS(t)dt + σS(t)dW (t), S(٠) ∈ R+. (22 - 2)

صورت به ترتیب به آن واریانس و میانگین و است لگ-نرمال تصادفی متغیر یک S(t) صورت این در
می شود بیان زیر

E[S(t)] = eµt,

V [S(t)] = S(٠)٢e٢µt(eσ٢t − ١).
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پس ،W (t) ∼ N (٠, t) چون باشد. استاندارد نرمال تصادفی متغیر Z کنید فرض اثبات.
داریم (20 - 2) معادله به توجه با لذا .W (t) =

√
tZ نوشت می  توان

S(t) = exp
{

ln S(٠) + (µ − ١
٢σ٢)t + σ

√
tZ
}
.

داریم فوق رابطه طرفین از لگاریتم گیري با

ln S(t) = ln S(٠) + (µ − ١
٢σ٢)t + σ

√
tZ

∼ N (ln S(٠) + (µ − ١
٢σ٢)t, σ٢t).

خواهد σ٢t واریانس و ln S(٠) + (µ − ١
٢σ٢)t میانگین با نرمال توزیع داراي ln S(t) درنتیجه

می کند. پیروي لگ-نرمال توزیع از هندسی براونی حرکت مدل تحت سهام قیمت دیگر عبارتی به بود.
داشت خواهیم (22 - 2) رابطه طرفین از انتگرال گیري با

S(t) = S(٠) + µ
∫ t

٠
S(u)du + σ

∫ t

٠
S(u)dW (u),

فوق رابطه طرفین از ریاضی امید گرفتن با است، صفر برابر ایتو انتگرال ریاضی امید که آنجایی از
می آید به دست

E[S(t)] = S(٠) + µ
∫ t

٠
E[S(u)]du.

داریم بالا عبارت طرفین از دیفرانسیل گیري با

dE[S(t)] = µE[S(t)]dt.

داریم معادل طور به

dE[S(t)]
E[S(t)]

= µdt.

به هندسی براونی حرکت مدل تحت سهام قیمت میانگین فوق، معمولی دیفرانسیل معادله حل با
می آید به دست زیر صورت

E[S(t)] = E[S(٠)]eµt = S(٠)eµt.
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.f(t, x) = x٢ می دهیم قرار می کنیم. محاسبه را E[S٢(t)] ابتدا ،S(t) واریانس محاسبه براي
داریم ایتو لم به توجه با صورت این در

dS٢(t) = df(t, S(t))

= ft(t, S(t))dt + fx(t, S(t))dS(t) + ١
٢fxxdS(t)dS(t)

= ٢S(t)(µS(t)dt + σS(t)dW (t)) + ((µS(t)dt + σS(t)dW (t))٢

= ٢µS٢(t)dt + ٢σS٢(t)dW (t) + σ٢S٢(t)dt

= (٢µ + σ٢)S٢(t)dt + ٢σS٢(t)dW (t).

داریم بالا رابطه طرفین از انتگرال گیري با

S٢(t) = S(٠)٢ + (٢µ + σ٢)
∫ t

٠
S٢(u)du + ٢σ

∫ t

٠
S٢(u)dW (u).

فوق رابطه طرفین از ریاضی امید گرفتن با است، صفر برابر ایتو انتگرال ریاضی امید که آنجایی از
می آید به دست

E[S٢(t)] = S(٠)٢ + (٢µ + σ٢)
∫ t

٠
E[S٢(u)]du.

داشت خواهیم بالا عبارت طرفین از دیفرانسیل گیري با

dE[S٢(t)] = (٢µ + σ٢)E[S٢(t)]dt.

نوشت می  توان معادل طور به
dE[S٢(t)]
E[S٢(t)]

= (٢µ + σ٢)dt.

داریم فوق معمولی دیفرانسیل معادله حل با

E[S٢(t)] = E[S(٠)٢]e(٢µ+σ٢)t = S(٠)٢e(٢µ+σ٢)t.

می آید به دست زیر صورت به هندسی براونی حرکت مدل تحت سهام قیمت واریانس بنابراین

V [S(t)] = E[S٢(t)] −
(
E[S(t)]

)٢

= S(٠)٢e(٢µ+σ٢)t − S(٠)٢e٢µt = S(٠)٢e٢µt(eσ٢t − ١).
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هستون مدل 2 - 3 - 2
از بسیاري سهام، قیمت ارزیابی براي هندسی براونی حرکت مدل معرفی از پس میلادي، 70 دهه در
سال در اقتصادي سقوط از پس بعدها اما است. ثابت مقدار یک سهام تلاطم که بودند معتقد مردم
تلاطم مدل  هاي و کردند فرضیه این مورد در تردید به شروع مالی حوزه فعالان و محققان ،1977
مدل سهام، قیمت ارزیابی براي تصادفی تلاطم مدل هاي مهم ترین از یکی دادند. ارائه را تصادفی
شده نام گذاري چنین هستون استیون نام به آن پایه گذار افتخار به که است هستون1 تصادفی تلاطم
یک از بلکه نیست، ثابت تنها نه دارایی تلاطم هندسی، براونی حرکت برخلاف مدل این در است.

می کند. پیروي تصادفی فرایند
فرایند یک از ،t ∈ [٠, T ] لحظه در S(t) سهام ارزش هستون، تصادفی تلاطم مدل تحت

می شود توصیف زیر تصادفی دیفرانسیل معادلات توسط و کرده پیروي dS(t)تصادفی = rS(t)dt +
√

V (t)S(t)dW (١)(t), S(٠) = s,

dV (t) = κ(θ − V (t))dt + σ
√

V (t)dW (٢)(t), V (٠) = v,
(23 - 2)

بهره نرخ r ،ρ ∈ (−١, ١) همبستگی ضریب با براونی حرکت دو W (٢)(t) و W (١)(t) آن در که
سطح میانگین، به بازگشت سرعت ترتیب، به آن ها تعبیر که هستند مثبت ثابت هاي σ و θ ،κ و ثابت
مدل از آن دینامیک که است تلاطم فرایند V (t) است. تلاطم براي تلاطم و میانگین به بازگشت

می کند. پیروي CIR
صورت این در است. W (١)(t) از مستقل که باشد براونی حرکت W (٣)(t) کنید فرض

داد نمایش زیر صورت به می توان را W (٢)(t)

W (٢)(t) = ρW (١)(t) +
√

١ − ρ٢W (٣)(t). (24 - 2)

داراي W (١)(t) فرایند با و براونی حرکت یک ،(24 - 2) معادله راست سمت که می دهیم نشان حال
است. ρ همبستگی ضریب

حرکت یک می کند، صدق لوي) قضیه (شرایط زیر شرط چهار در W (٢)(t) اینکه به توجه با
بود: خواهد براونی

زیرا است، dt دوم مرتبه تغییرات داراي W (٢)(t) الف)

dW (٢)(t)dW (٢)(t) =
(
ρdW (١)(t) +

√
١ − ρ٢dW (٣)(t)

)٢
= dt.

1Heston
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زیرا است، مارتینگل فرایند یک W (٢)(t) ب)

E[W (٢)(t)|F(s)] = E[ρW (١)(t) +
√

١ − ρ٢W (٣)(t)|F(s)]

= ρW (١)(s) +
√

١ − ρ٢W (٣)(s) = W (٢)(s).

هستند، صفر برابر t = ٠ لحظه در W (٣)(t) و W (١)(t) براونی حرکت هاي اینکه به توجه با ج)
است. صفر برابر نیز W (٢)(٠) بنابراین

است. پیوسته مسیرهاي داراي W (٢)(t) د)
که آنجایی از

dW (١)(t)dW (٢)(t) = dW (١)(t)
(
ρdW (١)(t) +

√
١ − ρ٢dW (٣)(t)

)
= ρdt.

(23 - 2) هستون مدل بنابراین هستند. ρ همبستگی ضریب داراي W (٢)(t) و W (١)(t) درنتیجه
کرد بازنویسی می توان زیر صورت به dS(t)را = rS(t)dt +

√
V (t)S(t)dW (١)(t),

dV (t) = κ(θ − V (t))dt + σ
√

V (t)
(
ρdW (١)(t) +

√١ − ρ٢dW (٣)(t)
)
,

(25 - 2)

هستند. هم از مستقل براونی حرکت دو W (٣)(t) و W (١)(t) آن در که

پرش-انتشار مدل 3 - 3 - 2
مسیرهاي داراي پایه دارایی هاي که است این بر فرض همواره مالی مشتقات قیمت گذاري مدل هاي در
عامل گنجاندن اهمیت و یافته پرش قیمت هاي از شواهدي حالات، از بسیاري در اما هستند، پیوسته
پرش با قیمت فرایند لگاریتم نرمال، توزیع با مقایسه در دارد. وجود دارایی قیمت دینامیک در پرش
در است. بازار واقعی داده هاي مهم ویژگی هاي از یکی این که است کشیدگی و چولگی داراي اغلب
مدل، بیان از قبل می پردازیم. قیمت پرش عامل گرفتن نظر در با سهام قیمت مدل سازي به بخش این

می  کنیم. بیان را رابطه این در پایه اي مفهوم چند

فرایند را N := {N(t)}t∈[٠,T ] مانند تصادفی فرایند یک پواسن1) (فرایند .11 - 2 تعریف
زیر شرایط در N هرگاه می گویند، λ > ٠ نرخ با پواسن فرایند ساده تر طور به یا همگن پواسن

کند: صدق
1Poisson
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،N(t٠) = ٠ یعنی است، صفر برابر شروع لحظه در الف)

نمو ،s < t هر براي که معناست بدین نموها بودن مانا است. مستقل و مانا نموهاي داراي ب)
است، N(t − s) با توزیع هم N(t) − N(s)

است. λt پارامتر با پواسن توزیع داراي N(t) ،t ≥ ٠ هر براي ج)

است N(t − s) با توزیع هم t > s براي N(t) − N(s) نمو نموها، مانایی خاصیت از استفاده با
بود. خواهد λ(t − s) پارامتر با پواسن توزیع داراي N(t − s) درنتیجه و

داد ارائه می توان زیر صورت به را پواسن فرایند براي جایگزین تعریف یک

N(t) = #{n : Tn ≤ t}, t > ٠,

در که ،Tn = Y١ + . . . + Yn و A مانند دلخواه مجموعه یک عناصر تعداد #{A} که به طوري
زیر صورت به آن توزیع تابع و است λ پارامتر با نمایی توزیع از تصادفی نمونه ي Y١, . . . , Yn آن

می شود بیان

P(Y١ ≤ x) = ١ − e−λx, x ≥ ٠.

که آنجایی از است. λ میانگین داراي λ پارامتر با پواسن تصادفی متغیر می دانیم که هما نطور
پواسن فرایند ریاضی امید تابع است، λt پارامتر با پواسن توزیع داراي t لحظه در N(t) پواسن فرایند

بود. خواهد λt صورت به

Y١, Y٢, . . . و λ شدت با پواسن فرایند N(t) کنید فرض مرکب) پواسن (فرایند .12 - 2 تعریف
کنید فرض همچنین باشند. µ = E[Yi] میانگین همراه به هم توزیع تصادفی متغیرهاي از دنباله اي
صورت این در هستند. مستقل N(t) پواسن فرایند از و یکدیگر از Y١, Y٢, . . . تصادفی متغیرهاي

می شود تعریف زیر صورت به مرکب پواسن فرایند

Q(t) =
N(t)∑
i=١

Yi, t ≥ ٠. (26 - 2)

اندازه ،N(t) پواسن فرایند برخلاف اما است، N(t) فرایند با مشابه Q(t) در پرش ها رخداد زمان
غیره. و Y٢ برابر پرش دومین اندازه ،Y١ برابر پرش اولین اندازه است. تصادفی Q(t) در پرش ها
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به هستند. هم از مستقل Q(t) مرکب پواسن فرایند نموهاي ،N(t) پواسن فرایند مشابه
می شود بیان زیر صورت به اول پرش N(s) مجموع ،٠ ≤ s ≤ t براي خصوص،

Q(s) =
N(s)∑
i=١

Yi, (27 - 2)

داریم و

Q(t) − Q(s) =
N(t)∑

i=N(s)+١
Yi, (28 - 2)

مشابه Q(t) − Q(s) توزیع بعلاوه است. N(t) تا N(s) + ١ از مستقل پرش هاي مجموع که
N(t) − N(s) می دانیم پواسن فرایند مانایی خاصیت به توجه با زیرا است، Q(t − s) توزیع
می آید به دست زیر صورت به مرکب پواسن فرایند میانگین همچنین است. N(t − s) با هم توزیع

E[Q(t)] =
∞∑

k=٠
E
[

k∑
i=١

Yi | N(t) = k

]
P{N(t) = k}

=
∞∑

k=٠
µk

(λt)k

k!
e−λt = µλte−λt

∞∑
k=١

(λt)k−١

(k − ١)!
= µλt.

بهادار اوراق قیمت گذاري براي انتشار و پرش عامل دو با مالی مدل یک بار نخستین مرتون1
پرش ها و گرفت نظر در سهام روي شده صادر اختیارهاي براي را مدل این مرتون کرد. معرفی مشتقه
مدل هاي آن از پس کرد. تفسیر خاص شرکت یک به شده وارد شوك هاي عنوان به کلی طور به را

شدند. معرفی بهره نرخ هاي و کالاها ارزها ، نرخ شاخص ها، براي مشابهی
می شود بیان زیر تصادفی دیفرانسیل معادله صورت به مرتون پرش-انتشار مدل

dS(t)
S(t−)

= rdt + σdW (t) + dJ(t), (29 - 2)

براونی حرکت W := {W (t)}t∈[٠,T ] بازار، تلاطم و بهره نرخ ترتیب به σ و r ثابت هاي آن در که
مرکب پواسن فرایند J := {J(t)}t∈[٠,T ] و پرش زمان از قبل سهام قیمت S(t−) یک-بعدي،

1Merton



مالی مدل هاي بر مقدمه اي . 2 63فصل

می شود تعریف زیر صورت به J خاص، طور به است. W از مستقل و

J(t) =
N(t)∑
j=١

(Yj − ١), (30 - 2)

بدان این است. پواسن فرایند {N(t)}t∈[٠,T ] و دلخواه تصادفی متغیرهاي Y١, Y٢, . . . آن در که
دارند، وجود پرش زمان هاي عنوان به ٠ < τ١ < τ٢ < . . . تصادفی زمان هاي که معناست

فرایند که به طوري

N(t) = sup{n : τn ≤ t},

در J پرش اندازه (29 - 2) رابطه در dJ(t) همچنین می شمارد. [٠, t] زمانی بازه در را پرش  ها تعداد
برابر پرش اندازه صورت این غیر در است، Yj − ١ برابر پرش اندازه آنگاه ،t = τj اگر است. t زمان
لحظه این در پرش از قبل درست S مقدار به t لحظه در dS(t) نمو که کنید توجه بود. خواهد صفر
S(t) − S(t−) برابر t زمان در S پرش واقع در نیست. وابسته پرش از بعد مقدار به و دارد بستگی
تساوي اگر یعنی کند، پرش t لحظه در قیمت و باشد t = τj اینکه مگر است صفر مقدار این است.

با است برابر τj لحظه در S پرش باشد. برقرار j اندیس هاي از برخی براي t = τj

S(τj) − S(τ−
j ) = S(τ−

j )[J(τj) − J(τ−
j )] = S(τ−

j )(Yj − ١).

می آید به دست بنابراین

S(τj) = S(τ−
j )Yj.

توضیح رابطه این است. پرش یک از بعد و قبل دارایی قیمت نسبت Yj که می دهد نشان فوق رابطه
است. شده داده قرار (29 - 2) معادله در Yj جاي به Yj − ١ چرا که می دهد

است زیر صورت به (29 - 2) تصادفی دیفرانسیل معادله جواب .4 - 2 قضیه

S(t) = S(٠) exp
{(

r − ١
٢σ٢

)
t + σW (t)

}N(t)∏
j=٠

Yj. (31 - 2)

داریم ln S(t) براي ایتو لم گرفتن به کار با اثبات.

d ln S(t) =
(

r − σ٢

٢
)

dt + σdW (t) +
(
ln (S(t)) − ln

(
S(t−)

))
dJ(t).
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می آید به دست بنابراین
ln S(t) = ln S(٠) +

(
r − σ٢

٢
)

t + σW (t)

+
∫ t

٠
(
ln (S(u)) − ln

(
S(u−)

))
dJ(u).

داریم u پرش زمان در طرفی از

S(u) − S(u−) = S(u−) (Yj − ١) ⇐⇒ S(u) = S(u−)Yj.

داشت خواهیم فوق عبارت طرفین از لگاریتم گرفتن با

ln S(u) − ln S(u−) = ln S(u)
S(u−)

= ln Yj,

می آید به دست و

ln S(t) = ln S(٠) +
(
r − σ٢

٢
)
t + σW (t) +

N(t)∑
j=١

ln Yj.

می شود. نتیجه حکم بالا رابطه طرفین در نمایی تابع اعمال با

رژیم-سوئیچینگ مدل 4 - 3 - 2
مالی بحران هاي با مواجه در چشمگیري اختلافات خود رفتار در مالی زمانی سري هاي از بسیاري
متغیر هایی از استفاده اقتصاددانان خاص علاقه ي می دهند. نشان خود از دولت ها سیاست تغییر یا
تجزیه را تغییرات این بتواند که مدلی کنند. عمل متفاوت به صورت عوامل این با مواجه در که است
و متناوب تغییرات که دارد را آن قابلیت مدل این دارد. نام رژیم-سوئیچینگ مدل کند، تحلیل و
معمولاً دیگر مدل هاي در که آن حال بگیرد، نظر در درون  زا به صورت را اقتصادي رژیم هاي تکراري
اندکی اطلاعات است ممکن تحقیقات اکثر در است. امکان پذیر برون  زا و خاص به صورت تغییرات این
در نتایجی تا داریم نیاز بنابراین باشد. داشته وجود می کنند تغییر پارامتر ها که زمان هایی مورد در
ابتدا راستا، این در کنیم. ایجاد هستند معنا دار پارامتر ها تغییر آن به توجه با که عطف، نقاط مورد
سپس می دهد، رخ داده ها در رژیم تغییر یک فقط که گرفتند نظر در را مدل هایی محققین برخی
دارایی مسیر به وابسته آن ها شدن سوئیچ احتمال که شدند طراحی رژیم یک از بیش با مدل هایی

شد. معرفی رژیم-سوئیچینگ مدل هاي عنوان تحت وابستگی این است.
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مارکف زنجیر 1 - 4 - 3 - 2
تصادفی فرایند یک است. مارکف خاصیت با زمان در گسسته تصادفی فرایند یک مارکف1 زنجیر
به و دارد قرار مشخصی و خاص حالت در مرحله هر در که است سیستمی شامل زمان در گسسته
نظر در زمانی لحظه هاي عنوان به اغلب مراحل می دهد. حالت تغییر مرحله هر در تصادفی صورت
خاصیت گرفت. نظر در دیگري گسسته متغیر هر یا فیزیکی فاصله را آن ها می توان ولی می شوند گرفته
سیستم فعلی حالت به فقط بعد مرحله در سیستم براي شرطی احتمال توزیع که می کند بیان مارکف
به طور می کند تغییر تصادفی صورت به سیستم چون ندارد. بستگی قبل حالت هاي به و دارد بستگی
زنجیر که آنجایی از است. غیرممکن آینده در خاص نقطه اي در مارکف زنجیر حالت پیش بینی کلی
این در دارد، زیاد بسیار اهمیت رژیم-سوئیچینگ مدل تحت مالی بازارهاي ارزیابی در پنهان مارکف
پنهان مارکف زنجیر و مارکف زنجیر ساختارهاي بیان به رژیم-سوئیچینگ، مدل معرفی از قبل بخش

می پردازیم.

داراي که است Z١, Z٢, Z٣, . . . تصادفی متغیرهاي از دنباله اي مارکف زنجیر یک .13 - 2 تعریف
یعنی هستند، مارکف خاصیت

P (Zn+١ = z | Z١ = z١, Z٢ = z٢, . . . , Zn = zn) = P (Zn+١ = z | Zn = zn) .

(32 - 2)

دارد. نام حالت فضاي که می سازند را شمارشی قابل مجموعه Zi براي ممکن مقادیر

سکه فرد دو مسئله این در است. مارکف زنجیر از معروف مسئله قمارباز ورشکستگی .6 - 2 مثال
بیاید، خط سکه بار هر و می برد B از دلار یک A شخص آمد شیر سکه که بار هر و می کنند پرتاب
فرض دارند. دلار b مقدار B و دلار a مقدار A بازي، ابتداي در می برد. A از دلار یک B شخص
در اگر که است این {Zi} دنباله خواص از یکی باشد. بازي مرحله i از پس A دارایی Zi کنید
به نه و Zn به تنها بعد به مرحله آن از A سرمایه صورت این در بدانیم، را Zi مقدار ام n مرحله
او آینده سرمایه باشد، معلوم حال زمان در A سرمایه اگر یعنی است. وابسته Z٠, Z١, . . . , Zn−١

باخته است. یا شده برنده گذشته در بازي از مرحله هر در که است پولی مقدار از مستقل

که Z١, Z٢, Z٣, . . . تصادفی متغیرهاي از دنباله اي انتقال) احتمال (ماتریس .14 - 2 تعریف
لحظه در زنجیر که آن احتمال صورت این در بگیرید. نظر در را می دهند تشکیل را مارکف زنجیر یک

1Markov
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به است، داشته قرار i حالت روي n − ١ لحظه در که آن شرط به باشد داشته قرار j حالت روي n

می شود تعریف زیر صورت

pij = P (Zn = j | Zn−١ = i) , (33 - 2)

زنجیر یک براي کلی حالت در گویند. j حالت به i حالت از زنجیر انتقال احتمال را pij آن در که
می شود تعریف زیر صورت به انتقال احتمال ماتریس n-حالته، مارکف

P =


p١١ p١٢ . . . p١n

p٢١ p٢٢ . . . p٢n

... . . . ...
pn١ pn٢ . . . pnn

 ,
n∑

j=١
pij = ١.

(2 فصل 6 (تمرین داد نشان می توان (32 - 2) مارکف خاصیت به توجه با

P (Zk+n = j | Zk = i) = [P n]ij. (34 - 2)

داده نمایش اعداد که است شده آورده حالته سه مارکف زنجیر از ساختار یک (3 - 2) شکل در
مثال، این براي هستند. دیگر حالت به حالت یک از زنجیر انتقال احتمال بیانگر یال ها روي شده

کرد بیان می توان زیر صورت به را انتقال احتمال ماتریس

P =


٠٫٣ ٠٫٧ ٠
٠ ٠٫۶ ٠٫۴

٠٫۶ ٠ ٠٫۴

 .
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مارکف. زنجیر از حالته سه ساختار یک :3 - 2 شکل

پیروي کند زیر مارکف زنجیر مدل از شهر یک هوا و آب وضعیت کنید فرض .7 - 2 مثال

حالت و آفتابی روز بیانگر S حالت مارکف. زنجیر اساس بر هوا و آب وضعیت مدل سازي :4 - 2 شکل
است. بارانی روز بیانگر R

بود خواهد زیر صورت به انتقال احتمال ماتریس صورت این در

P =

٠٫٩ ٠٫١
٠٫۵ ٠٫۵

 .

که آن احتمال درصد، ٩٠ آفتابی فردا و امروز که آن احتمال شده، داده انتقال احتمال ماتریس طبق
که آن احتمال و درصد، ۵٠ بارانی فردا و امروز که آن احتمال درصد، ١٠ بارانی فردا و آفتابی امروز
مؤلفه که باشد برداري π(i) =

(
π١ π٢

)
کنید فرض است. درصد ۵٠ آفتابی فردا و بارانی امروز

کنید فرض می دهد. نشان را ام i روز بودن بارانی احتمال دوم، مؤلفه و بودن آفتابی احتمال اول،
آفتابی احتمال ضرب، قانون به بنا صورت این در .π(٠) =

(١ ٠) یعنی باشد، آفتابی امروز هواي
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داد ارائه می توان زیر صورت به را بعد روز بودن بارانی و

π(١) = π(٠)P =
(١ ٠)

٠٫٩ ٠٫١
٠٫۵ ٠٫۵

 =
(٠٫٩ ٠٫١) .

بود خواهد زیر صورت به (34 - 2) رابطه به توجه با بعد روز دو بودن بارانی و آفتابی احتمال همچنین

π(٢) = π(٠)P ٢ =
(١ ٠)

٠٫٩ ٠٫١
٠٫۵ ٠٫۵

٢
=
(٠٫٨۶ ٠٫١۴) .

کرد. ارزیابی می توان نیز بعدتر روزهاي براي را هوا و آب وضعیت ترتیب، همین به

پنهان مارکف زنجیر 2 - 4 - 3 - 2

مارکف فرایند یک صورت به مدل شده سیستم آن در که است آماري مدل یک پنهان مارکف زنجیر
به صورت زنجیر حالت هاي مارکف، عادي مدل در می شود. فرض (پنهان) نشده مشاهده حالت هاي با
پارامترهاي تنها حالت ها بین انتقال احتمال که به طوري هستند، مشاهده قابل ناظر توسط مستقیم
خروجی، اما نیست، مشاهده قابل مستقیم به طور حالت پنهان، مارکف مدل یک در است. موجود

است. مشاهده قابل حالت، به بسته
یک X(t) تصادفی متغیر می دهد. نشان را پنهان مارکف زنجیر یک کلی معماري (5 - 2) شکل
به فلش ها است. t زمان در شده مشاهده حالت یک Y (t) تصادفی متغیر و t زمان در پنهان حالت
پنهان متغیر شرطی احتمال توزیع که است مشخص شکل از می باشند. شرطی وابستگی هاي معناي
وابسته X(t − ١) پنهان متغیر مقدار به فقط که می دهد ارائه را مقداري زمان ها همه در ،X(t)
مقدار مشابه، به طور ندارند. اثري هیچ آن از قبل تر و t−٢ زمان هاي در مقادیر دیگر عبارتی به است.
زنجیر استاندارد حالت در دارد. بستگی X(t) پنهان متغیر مقدار به تنها Y (t) شده مشاهده متغیر
یا گسسته می توانند شده مشاهده متغیرهاي وجود این با است. گسسته حالت فضاي پنهان، مارکف

باشند. پیوسته
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پنهان. مارکف زنجیر کلی معماري :5 - 2 شکل

روز هر و کرده زندگی هم از دور آن ها بگیرید. نظر در را B و A نام هاي به دوست دو .8 - 2 مثال
رفتن سینما قدم زدن، شامل A فعالیت هاي می کنند. صحبت تلفنی هم با روزمره شان کارهاي درباره
همان هواي به بستگی منحصراً دهد انجام را کار کدام روز هر او اینکه انتخاب و است کردن ورزش و
است آگاه وي کلی تمایلات از ولی نداشته A زندگی محل هواي از دقیقی اطلاع B فرد دارد. روز
سعی B روز، هر پایان در A گفته هاي اساس بر دهد). انجام دارد دوست را کاري چه هوا نوع به (بنا
و بارانی حالت دو که می پندارد مارکف زنجیر یک را هوا B بزند. حدس را روز آن هواي می کند
هر در است. پنهان او بر هوا حالات بنابراین نمی کند، مشاهده را هوا مستقیم به طور او دارد. آفتابی
داراي و داشته هوا به بستگی بپردازد کردن ورزش و رفتن سینما قدم زدن، به A اینکه احتمال روز
B به روز هر انتهاي در A که است فعالیت هایی شرح مسئله مشاهدات است. مشخص احتمال یک

می گوید.

هوا و آب وضعیت که آنجایی از می دهد. نشان را (8 - 2) مثال از نمونه اي ساختار یک (6 - 2) شکل
توسط گذشته اطلاعات از استفاده با را بارانی یا آفتابی حالت هاي از یک هر وي است، پنهان B دید از
روي هستند مشهور پنهان مارکف زنجیر اولیه احتمالات به که احتمالات این می زند. حدس احتمالاتی
و آفتابی حالت  هاي شکل این در است. شده داده نمایش شده اند خارج شروع حالت از که یال هایی
احتمال بیانگر آن یال هاي روي شده درج اعداد که هستند پنهان مارکف زنجیر حالت هاي بیانگر بارانی
روي شده نوشته اعداد همچنین است. پنهان مارکف زنجیر در دیگر حالت به حالت یک از انتقال
خروجی احتمالات دیگر، عبارت به هستند. خروجی احتمالات دهنده ي نشان نیز خط چین یال هاي
هواي در مثال، عنوان به دهد. انجام فعالیتی چه هوایی هر در دارد علاقه A فرد که می کنند بیان
می زند. قدم پارك در درصد ۶٠ احتمال با آفتابی هواي در یا می کند ورزش درصد ۵٠ احتمال با بارانی
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.(8 - 2) مثال براي پنهان مارکف زنجیر از نمونه اي ساختار یک :6 - 2 شکل

بین حرکت نرخ که است اعداد از آرایه اي انتقال نرخ ماتریس انتقال) نرخ (ماتریس .15 - 2 تعریف
براي πij درایه ،Π انتقال نرخ ماتریس در می کند. توصیف را پیوسته زمان مارکف زنجیر حالات
ماتریس این اصلی قطر عناصر است. j حالت به رسیدن و i حالت از خروج نرخ دهنده نشان ،i ̸= j

می شوند تعریف زیر صورت به

πii = −
∑
i ̸=j

πij.

است. صفر برابر انتقال نرخ ماتریس از سطر هر مجموع بنابراین

H پنهانِ مارکف زنجیر فرایند Z(t) کنید فرض پنهان. مارکف زنجیر مارتینگل شبه نمایش
تولید پالایه FZ := {FZ(t)}t∈[٠,T ] کنید فرض همچنین باشد. Π انتقال نرخ ماتریس با حالته

می کند صدق زیر رابطه در همواره Z(t) صورت این در باشد. Z(t) توسط شده

dZ(t) = ΠZ(t)dt + dV (t),
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را {X(t)}t∈[٠,T ] است. FZ-مارتینگل و RH-مقدار فرایند یک {V (t)}t∈[٠,T ] آن در که
کرد، تجزیه X(t) = V (t) + A(t) صورت به بتوان را آن هرگاه گویند، مارتینگل شبه فرایند
X(t) توسط شده تولید پالایه با سازوار فرایند یک A(t) و مارتینگل فرایند یک V (t) آن در که
واضح دارد. تعلق X(t) توسط شده تولید پالایه به A(t) توسط شده تولید σ-میدان یعنی است،

نیست. صحیح لزوماً آن عکس ولی است مارتینگل شبه مارتینگل، فرایند هر که است

هندسی براونی حرکت رژیم-سوئیچینگ مدل 3 - 4 - 3 - 2
فرض کنیم. توصیف را Y (t) مانند متغیر یک رفتار در چشمگیر تغییر یک پیامد هاي می خواهیم

کند پیروي زیر اتورگرسیو مدل از می یابد تکامل زمان اساس بر که Y (t) رفتار کنید

Y (t) = C١ + ϕY (t − ١) + εt, (35 - 2)

t = ١, ٢, . . . , t٠ براي را داده ها εt ∼ N (٠, σ٢) و هستند ثابت پارامتر ها C١ و ϕ آن در که
جاي به باشد، داشته وجود دنباله در معناداري و چشمگیر تغییر ،t٠ زمان در اگر می کند. توصیف

می کنیم ارزیابی زیر مدل به توجه با را داده ها (35 - 2) مدل

Y (t) = C٢ + ϕY (t − ١) + εt, t = t٠ + ١, . . . . (36 - 2)

یک عنوان به اما شود انجام بهتري پیش  بینی هاي تا کند کمک مدل به است ممکن C٢ به C١ تغییر
C١ تغییر که کنیم ثابت نمی خواهیم مطمئناً نیست. رضایت بخش داده ها تولید براي احتمالی قانون
برخی باید لذا کند. پیش بینی آن را می تواند فردي هر که است قطعی رویکرد یک t٠ تاریخ در C٢ به
جاي به بنابراین باشد. داشته وجود می شود، تغییر آمدن به وجود باعث که پیش بینی غیر قابل عوامل
یک به می کند، کنترل آن از پس را داده ها که (36 - 2) مدل و t٠ تاریخ تا را داده ها که (35 - 2) مدل

داریم نیاز می شود شامل را دو هر که (37 - 2) مدل مانند بزرگتر مدل

Y (t) = CZ(t) + ϕY (t − ١) + εt. (37 - 2)

Z(t) تصادفی متغیر آن در که می شود، نامیده حالته دو رژیم-سوئیچینگ مدل یک (37 - 2) مدل
می آید به دست زیر به صورت آن مقدار و است اساسی تغییرات از نتیجه یک عنوان به

Z(t) =

 ١, t = ١, ٢, . . . , t٠,
٢, t = t٠ + ١, t٠ + ٢, . . . .
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که آنچه از احتمالی مدل یک به شده مشاهده داده هاي بر حاکم احتمال قانون کامل شرح از پس 
دو مارکف زنجیر مشخصات همان این داریم. نیاز می شود، Z(t) = ٢ به Z(t) = ١ تغییر باعث

می شود محاسبه زیر به صورت آن انتقال احتمال تابع که است حالته

P
(
Z(t) = j|Z(t − ١) = i, Z(t − ٢) = k, . . . , Y (t − ١), Y (t − ٢), . . .

)
= P

(
Z(t) = j|Z(t − ١) = i

)
.

خرابی آب وهوا، تغییرات اساس بر که رژیم-سوئیچینگ مدل هاي در رژیم تغییر اینکه به توجه با
می آید، وجود به دیگر موارد و اقتصادي تورم اقتصادي، رکود جنگ، دولت ها، سیاست تغییر سیستم ها،

می شود. گرفته نظر در پنهان صورت به همواره مدل این در مارکف زنجیر است، مشاهده قابل غیر
حرکت تصادفی مدل روي را مفهوم این رژیم-سوئیچینگ، مدل هاي بیشتر درك و بررسی براي
مارکف زنجیر همراه به رژیم-سوئیچینگ مدل ادامه، در می دهیم. قرار مطالعه مورد هندسی براونی
رژیم- مدل مشابه بیشتر حالت هاي تعداد به مدل دادن تعمیم می گیریم. نظر در را حالته دو پنهان

است. حالته دو سوئیچینگ
T > ٠ سررسید زمان با زمانی بازه یک [٠, T ] و احتمال فضاي (Ω, F ,P) کنید فرض
فضاي روي حالت H با مارکف پنهان زنجیر Z := {Z(t)}t∈[٠,T ] کنید فرض بعلاوه باشد.
بدون است. E = {e١, . . . , eH} صورت به زنجیر حالات مجموعه که باشد (Ω, F ,P) احتمال
یعنی باشند، یکه بردار صورت به پنهان مارکف زنجیر حالات کرد فرض می توان کلیت دادن دست از
کنید فرض است. صفر درایه ها مابقی و یک برابر i = ١, . . . , H هر براي ei بردار درایه امین i

زنجیر انتقال شدت πij آن در که باشد، پنهان مارکف زنجیر نرخ ماتریس Π = (πij)i,j=١,...,H

داریم i, j = ١, . . . , H هر براي که به طوري است، (j (رژیم ej حالت به (i (رژیم ei حالت از

πij =

πij ≥ ٠, i ̸= j

−∑H
i=١,i ̸=j πij, i = j.

هر براي که به طوري بگیرید، نظر در P = (pij) صورت به را Z پنهان مارکف زنجیر انتقال ماتریس
معناي به pij که کنید توجه .pij = P(Z(ti) = ej|Z(ti−١) = ei) ،i, j = ١, . . . , H

مثال براي است. ti لحظه در (ej (حالت j رژیم به ti−١ لحظه در (ei (حالت i رژیم شدن سوئیچ
داریم آنگاه ،(H = ٢) باشد حالت دو داراي پنهان مارکف زنجیر اگر

P =

p١١ p١٢
p٢١ p٢٢

 =

p١١ ١ − p١١
p٢١ ١ − p٢١

 .
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حالت به Z(ti) حالت از تغییر زمان کنید فرض رژیم-سوئیچینگ، مدل تحت بازار ارزیابی براي
توزیع تابع که تصادفی متغیر یعنی باشد، Exp(λ) صورت به نمایی تصادفی متغیر یک Z(ti+١)

است. λ برابر آن انتقال شدت و F (x) = ١ − e−λx صورت به ٠ ≤ x براي آن تجمعی
غیر بردار دو σ = (σ١, σ٢) ∈ R+ × R+ و r = (r١, r٢) ∈ R × R فرض کنید
را Z(t) پنهان مارکف زنجیر به وابسته تلاطم و بهره نرخ پارامترهاي صورت این در باشند. تصادفی

می کنیم تعریف زیر صورت r(t)به := r(Z(t)) = ⟨r, Z(t)⟩ = ∑٢
i=١ ri⟨Z(t), ei⟩,

σ(t) := σ(Z(t)) = ⟨σ, Z(t)⟩ = ∑٢
i=١ σi⟨Z(t), ei⟩, σi > ٠,

(38 - 2)

مارتینگل شبه نمایش به توجه با طرفی از است. R٢ در داخلی ضرب نشان دهنده ⟨·, ·⟩ آن در که
می کند صدق زیر رابطه در همواره Z(t) پنهان، مارکف زنجیر

dZ(t) = ΠZ(t)dt + dV (t), (39 - 2)

است. FZ-مارتینگل := {FZ(t)}t∈[٠,T ] و R٢-مقدار فرایند یک {V (t)}t∈[٠,T ] آن در که
است. Z پنهان مارکف زنجیر توسط شده تولید پالایه نشان دهنده FZ همچنین

لم گرفتن به کار با و (39 - 2) عبارت از صورت این در .f(t, z) = e−Πtz می کنیم تعریف
داشت خواهیم f(t, z) براي ایتو

df(s, z) = fsds + fzdZ(s) + ١
٢fzzdZ(s)dZ(s)

= −Πe−ΠsZ(s)ds + e−Πs(ΠZ(s)ds + dV (s)) = e−ΠsdV (s).

داریم eΠt در طرفین ضرب و t تا ٠ از s به نسبت انتگرال گیري با

Z(t) = eΠtZ(٠) +
∫ t

٠
eΠ(t−s)dV (s).

نوشت می توان بنابراین

E[Z(t)] =eΠtE[Z(٠)]

=eΠt
(
e١ × P(Z(٠) = e١) + e٢ × P(Z(٠) = e٢)

)
.
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روابط از استفاده با آنگاه ،m :=
(
e١ × P(Z(٠) = e١) + e٢ × P(Z(٠) = e٢)

)
اگر

داشت خواهیم (38 - 2)

E[r(Z(t))] = ⟨r,E[Z(t)]⟩ = ⟨r, meΠt⟩,
E[σ(Z(t))] = ⟨σ,E[Z(t)]⟩ = ⟨σ, meΠt⟩.

(40 - 2)

فرض می دهیم. ارائه هندسی براونی حرکت رژیم-سوئیچینگ مدل تحت را سهام قیمت دینامیک حال
دو رژیم-سوئیچینگ مدل تحت صورت این در باشد. t ∈ [٠, T ] لحظه در سهام قیمت S(t) کنید

داریم هندسی براونی حرکت حالته

dS(i, t) = riS(i, t)dt + σiS(i, t)dW (t), S(i, ٠) = s, i = ١, ٢,

می کنند بیان 2 و 1 رژیم هاي در را بازار تلاطم و بهره نرخ ترتیب به (σ١, σ٢) و (r١, r٢) آن در که
اندازه تحت استاندارد براونی حرکت نیز W (t) هستند، Z(t) پنهان مارکف زنجیر به وابسته که

شود بیان زیر صورت به می تواند S(t) کلی، حالت در است. P احتمال

S(t) =

 S(١, t) باشد (1 رژیم (در e١ حالت در Z(t) اگر
S(٢, t) باشد (2 رژیم (در e٢ حالت در Z(t) اگر

(41 - 2)

آن در که

dS(i, t) = riS(i, t)dt + σiS(i, t)dW (t), i = ١, ٢.

لذا هستند. هم از مستقل W براونی حرکت و Z مارکف زنجیر که است این بر فرض همواره
تولید پالایه FW (t) کنید فرض می شود. محسوب بازار اطلاعات از خارجی عامل یک عنوان به Z

F(t) آن در که F(t) := FW (t) ∨ FZ(t) دهید قرار باشد. W براونی حرکت توسط شده
است. W براونی حرکت و Z خارجی اطلاعات شامل جامع پالایه یک

پرتفوي ارزش مدل سازي 4 - 2
پرتفوي  دارد. اشاره نقد وجه و قرضه اوراق سهام، مانند مالی دارایی هاي از ترکیبی به سبد یا پرتفوي
موسسات سایر و بانک ها تأمینی، صندوق هاي مالی، متخصصان سرمایه گذار، شخص توسط است ممکن
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تحمل زمانی، چارچوب اساس بر پرتفوي یک که است شده پذیرفته اصل یک این شود. مدیریت مالی
ارزش تصادفی مدل سازي به بخش این در می شود. طراحی سرمایه گذاري اهداف و سرمایه گذار ریسک

می پردازیم. می شود مدیریت کارگزاري یک توسط که پرتفوي
با پرتفوي این است. X(t) ارزش با پورتفوي داراي t لحظه در که بگیرید نظر در را کارگزاري
حرکت مدل یک از آن در سهام ارزش و کرده پرداخت پول بانکی، حساب یک در r ثابت بهره نرخ

می کند پیروي زیر صورت به هندسی براونی

dS(t) = µS(t)dt + σS(t)dW (t). (42 - 2)

∆(t) ،t لحظه در سرمایه گذار کنید فرض است. سهام و قرضه اوراق از ترکیبی پرتفوي این واقع در
توسط شده تولید پالایه با سازوار اما تصادفی می تواند ∆(t) موقعیت دارد. اختیار در را سهام از سهم
بانکی حساب در ،X(t) − ∆(t)S(t) یعنی پرتفوي، ارزش باقیمانده باشد. W (t) براونی حرکت

می شود. سرمایه گذاري
سود است: عامل دو دلیل به t لحظه در ،dX(t) یعنی سرمایه گذار، پرتفوي ارزش تغییرات
موقعیت در (r(X(t)−∆(t)S(t))dt (یا بهره سود و سهام موقعیت در (∆(t)dS(t) (یا سرمایه

داریم دیگر عبارتی به نقدي.

dX(t) = ∆(t)dS(t) + r(X(t) − ∆(t)S(t))dt

= ∆(t)(αS(t)dt + σS(t)dW (t)) + r(X(t) − ∆(t)S(t))dt

= rX(t)dt + ∆(t)(α − r)S(t)dt + ∆(t)σS(t)dW (t). (43 - 2)

کرد: تعبیر زیر صورت به می توان را (43 - 2) رابطه آخر خط در شده ظاهر عبارت سه
می شود، بیان rX(t)dt عبارت توسط که پرتفوي روي r بازده نرخ متوسط الف)

∆(t)(α − r)S(t)dt عبارت توسط که سهام در سرمایه گذاري براي α − r ریسک صرفه ب)
می شود، بیان

بیان ∆(t)σS(t)dW (t) عبارت توسط که سهام سرمایه گذاري حجم با متناسب تلاطم میزان ج)
می شود.

گرفتن به کار با می پردازیم. پرتفوي تنزیل یافته ارزش و سهام تنزیل یافته ارزش مقایسه به حال
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می آید به دست زیر صورت به سهام تنزیل یافته ارزش تغییرات ،f(t, x) = e−rtx براي ایتو لم

d
(
e−rtS(t)

)
= df(t, S(t))

= ft(t, S(t))dt + fx(t, S(t))dS(t) + ١
٢fxx(t, S(t))dS(t)dS(t)

= −re−rtS(t)dt + e−rtdS(t)
= (α − r)e−rtS(t)dt + σe−rtS(t)dW (t). (44 - 2)

به f(t, x) = e−rtx براي ایتو لم گرفتن به کار با پرتفوي تنزیل یافته ارزش تغییرات همچنین
می شود بیان زیر صورت

d
(
e−rtX(t)

)
= df(t, X(t))

= ft(t, X(t))dt + fx(t, X(t))dX(t) + ١
٢fxx(t, X(t))dX(t)dX(t)

= −re−rtX(t)dt + e−rtdX(t)
= ∆(t)(α − r)e−rtS(t)dt + ∆(t)σe−rtS(t)dW (t)

= ∆(t)d
(
e−rtS(t)

)
. (45 - 2)

دادن تنزیل بعلاوه می کند. تبدیل α − r به α از را بازده نرخ میانگین سهام، ارزش دادن تنزیل
آخر ماقبل خط با را (44 - 2) آخر خط حال می کند. حذف را r ریسک بدن بهره نرخ پرتفوي، ارزش
صرفاً پرتفوي تنزیل یافته ارزش در تغییر که می دهد نشان (45 - 2) آخر خط کنید. مقایسه (45 - 2)

است. سهام تنزیل یافته قیمت در تغییر دلیل به

ریسک پوشش پرتفوي 1 - 4 - 2
پرتفوي زیان و سود ریسک کاهش باعث که دارد اشاره سرمایه گذاري از گونه اي به ریسک پوشش
مانند گوناگونی مالی ابزارهاي از می تواند ریسک پوشش عادي، شرایط در می شود. سرمایه گذاري
ابزارهاي از مختلف گونه هاي همچنین معامله، اختیار و سوآپ قراردادهاي آتی، پیمان هاي سهام، برگه

شود. تشکیل فرابورس معاملات و آتی قراردادهاي مشتقه،
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این تاریخچه است. ریسک مدیریت براي مالی مهندسی ابزارهاي از یکی معامله اختیار قرارداد
مالی بازارهاي در که است مالی مشتقه اي اختیار، برمی گردد. 1980 دهه اوایل و 1970 دهه به ابزار
توافقی معامله اختیار هستند. آمریکایی و اروپایی اختیارات آن، مهم بسیار نوع دو و می شود معامله
براي اختیار دارد. را شده تعهد دارایی فروش یا خرید حق که فردي و واگذارکننده فرد بین است
دارنده که صورت بدین می آورد. وجود به را حق یک بلکه نمی آورد همراه به را تعهد یک آن دارنده
خواهد آینده از مشخص تاریخ در مشخص، توافقی قیمت با را خاصی دارایی فروش یا خرید حق اختیار

داشت.
بیان اروپایی خرید نوع از معامله اختیار اساس بر را ریسک پوشش پرتفوي مسئله کتاب، این در
شده پرداخته مفصل طور به چهار فصل در آن ها قیمت گذاري نحوه و اروپایی اختیارات می کنیم.
اختیار از استفاده با ریسک پوشش پرتفوي اهداف بردن پیش براي بخش این در حال این با است.

می کنیم. بسنده اختیار نوع این تعریف به تنها اروپایی خرید

دارایی فروش یا خرید اختیار دارنده، به معامله اختیار نوع این اروپایی) خرید (اختیار .16 - 2 تعریف
تاریخ تا دوره طول در معامله اختیار نوع این دارنده بنابراین می دهد. سررسید تاریخ در فقط را مالی
می گویند. اروپایی معامله اختیار اصطلاحاً اختیار نوع این به داشت. نخواهد را آن اعمال حق سررسید،
در باشد. ثابت توافقی قیمت K > ٠ و T زمان در سهام ارزش S(T ) سررسید، زمان T کنید فرض
است. max{S(T )−K, ٠} برابر (T لحظه در اختیار (ارزش اروپایی خرید اختیار بازده صورت این
اختیار ارزش است، t لحظه تا سهام بازار اطلاعات F(t) و ثابت بهره نرخ r اینکه فرض با همچنین
e−r(T −t)E[max(S(T )−K, ٠) | F(t)] شرطی ریاضی امید توسط ،t لحظه در اروپایی خرید

شود. محاسبه

قیمت می شود، دریافت خریدار از فروشنده توسط t = ٠ لحظه در اختیار مبلغ که آنجایی از
مایرن و بلک فیشر آقایان ،1970 سال در است. برخوردار بسیاري اهمیت از لحظه این در اختیار
هندسی براونی حرکت مدل از سهام قیمت فرایند زمانی که را اروپایی اختیار قیمت گذاري مسئله شولز،
e−rTE[max(S(T ) − K, ٠)] ریاضی امید حل به و دادند قرار ارزیابی مورد می کرد، پیروي

شد. مشهور بلک-شولز فرمول به بزرگ دانشمند دو این افتخار به مسئله این حل پرداختند.

زمان با ٠ ≤ t ≤ T لحظه در سهام قیمت S(t) کنید فرض بلک-شولز) (فرمول .5 - 2 قضیه
t = ٠ لحظه در اروپایی خرید اختیار ارزش صورت این در باشد. σ تلاطم و r بهره نرخ ،T سررسید

می شود بیان زیر صورت به (19 - 2) هندسی براونی حرکت مدل تحت

µeur := C(S٠, K, T, r, σ) = S(٠)N (d+) − e−rT KN (d−), (46 - 2)
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و توافقی قیمت K آن در که

d− = ١
σ

√
T

[
log S(٠)

K
+ (r − ١

٢σ٢)T
]
, d+ = d− + σ

√
T .

است. استاندارد نرمال تجمعی توزیع تابع N (x) := ٢√١π

∫ x
−∞ e− ١

٢ y٢
dy بعلاوه

سررسید زمان در هندسی براونی حرکت مدل تحت سهام قیمت (20 - 2) عبارت به توجه با اثبات.
است زیر صورت به T

S(T ) = S(٠) exp
{
(r − ١

٢σ٢)T + σW (T )
}

= S(٠) exp
{
(r − ١

٢σ٢)T − σ
√

TY
}
,

پارامتر جایگزین r ریسک بدون بهره نرخ پارامتر و استاندارد نرمال تصادفی متغیر Y آن در که
مورد مفصل طور به فصل این 1 - 5 - 2 بخش در را کار این انجام علت است. شده µ بازده نرخ میانگین
ریاضی امید توسط t = ٠ لحظه در اروپایی خرید اختیار ارزش طرفی از داد. خواهیم قرار مطالعه

می شود محاسبه زیر

µeur = e−rTE
[

max
(
S(T ) − K, ٠)].

بنابراین

µeur = e−rTE
[

max
(
S(٠) exp

{
(r − ١

٢σ٢)T − σ
√

TY
}

− K, ٠)]
= e−rT

√٢π

∫ ∞

−∞

[
max

(
S(٠) exp

{
(r − ١

٢σ٢)T − σ
√

Ty
}

− K, ٠)]e− ١
٢ y٢

dy.

(47 - 2)

اگر تنها و اگر است، مثبت max
(
S(٠) exp

{
(r − ١

٢σ٢)T − σ
√

Ty
}

− K, ٠) عبارت

S(٠) exp
{
(r − ١

٢σ٢)T − σ
√

Ty
}

> K.
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است زیر عبارت با معادل فوق نامساوي جبري، عبارت ساده سازي کمی با

y < d− = ١
σ

√
T

(
log S(٠)

K
+ (r − ١

٢σ٢)T
)

.

داشت خواهیم (47 - 2) عبارت به توجه با بنابراین

µeur = e−rT

√٢π

∫ d−

−∞

(
S(٠) exp

{
−σ

√
Ty +

(
r − ١

٢σ٢
)

T
}

− K
)

e− ١
٢ y٢

dy

= ٢√١π

∫ d−

−∞
S(٠) exp

{
−y٢

٢ − σ
√

Ty − σ٢T
٢
}

dy

− ٢√١π

∫ d−

−∞
e−rT Ke− ١

٢ y٢
dy

= S(٠)√٢π

∫ d−

−∞
exp

{
−١

٢(y + σ
√

T )٢
}

dy − e−rT KN (d−)

= S(٠)√٢π

∫ d−+σ
√

T

−∞
exp

{
−z٢

٢
}

dz − e−rT KN (d−)

= S(٠)N (d+) − e−rT KN (d−) ,

.d+ = d− + σ
√

T آن در که

لحظه در سرمایه گذار پرتفوي ارزش X(t) کنید فرض ریسک) پوشش (پرتفوي .17 - 2 تعریف
C(t, S(t)) کنید فرض همچنین است. بانکی حساب و سهام ارزش از ترکیبی صورت به که باشد t
سرمایه گذار این پرتفوي صورت این در باشد. T سررسید زمان با t لحظه در اروپایی خرید اختیار ارزش

باشد. اختیار ارزش برابر لحظه هر در پرتفوي ارزش اگر شد، خواهد داده ریسک پوشش

زمان با t لحظه در اروپایی خرید اختیار ارزش C(t, S(t)) اگر ،(17 - 2) تعریف به توجه با
زیر معادله در است، X(t) ارزش داراي t لحظه در که ریسک پوشش پرتفوي باشد، T سررسید

می کند صدق

X(t) = C(t, S(t)).

خرید اختیار تنزیل یافته ارزش تغییرات برابر ریسک پوشش پرتفوي تنزیل یافته ارزش تغییرات بنابراین
داریم و بود خواهد اروپایی

d(e−rtX(t)) = d(e−rtC(t, S(t))), ∀ t ∈ [٠, T ]. (48 - 2)



مالی80 بازارهاي شبیه سازي و مدل سازي

جایگذاري با صورت این در دارد. اختیار در را سهام از سهم ∆(t) سرمایه گذار ،t لحظه در کنید فرض
می آید به دست (48 - 2) معادله در (45 - 2) رابطه

∆(t)(α − r)e−rtS(t)dt + ∆(t)σe−rtS(t)dW (t)
= d(e−rtC(t, S(t))
= −re−rtC(t, T )dt + e−rtdC(t, S(t)).

داشت خواهیم بالا عبارت طرفین از e−rt تنزیل عامل حذف با

∆(t)(α − r)S(t)dt + σ∆(t)S(t)dW (t) = −rC(t, T )dt + dC(t, S(t)).
(49 - 2)

داریم C(t, S(t)) براي ایتو لم گرفتن به کار با

dC(t, S(t))

= Ct(t, S(t))dt + CS(t, S(t))dS(t) + ١
٢CSS(t, S(t))dS(t)dS(t)

= Ct(t, S(t))dt + CS(t, S(t))
(
αS(t)dt + σS(t)dW (t)

)
+ ١

٢CSS(t, S(t))
(
αS(t)dt + σS(t)dW (t)

)٢

=
(
Ct(t, S(t)) + αCS(t, S(t))S(t) + ١

٢σ٢CSS(t, S(t))S٢(t)
)
dt

+ σCS(t, S(t))S(t)dW (t).

می آید به دست (49 - 2) رابطه در فوق عبارت جایگذاري با

∆(t)(α − r)S(t)dt + ∆(t)σS(t)dW (t)

=
(

− rC(t, T ) + Ct(t, S(t)) + αCS(t, S(t))S(t)

+ ١
٢σ٢CSS(t, S(t))S٢(t)

)
dt + σCS(t, S(t))S(t)dW (t). (50 - 2)

داشت خواهیم (50 - 2) رابطه طرفین در dW (t) ضریب دادن قرار برابر با درنهایت

∆(t) = CS(t, S(t)) = ∂C(t, S(t))
∂S(t)

. (51 - 2)
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می کند، بیان را سهام قیمت به نسبت اختیار قیمت تغییرات که فوق رابطه مالی، ریاضیات ادبیات در
اندازه چه باید سرمایه گذار که می دهد نشان رابطه این است. مشهور ریسک دلتا-پوشش قانون به

دهد. ریسک پوشش را خود دارایی تا بفروشد یا بخرد سهام
،∆(t) جاي به CS(t, S(t)) جایگذاري و (50 - 2) رابطه طرفین در dt ضریب قراردادن برابر

می دهد به دست

CS(t, S(t))(α − r)S(t) = −rC(t, T ) + Ct(t, S(t)) + αCS(t, S(t))S(t)

+ ١
٢σ٢CSS(t, S(t))S٢(t).

داریم بالا، رابطه طرفین از αCS(t, S(t))S(t) عبارت حذف با

rC(t, S(t)) = Ct(t, S(t)) + rS(t)CS(t, S(t)) + ١
٢σ٢S٢(t)CSS(t, S(t)),

∀ t ∈ [٠, T ]. (52 - 2)

t لحظه در اروپایی خرید اختیار ارزش آن حل با و است مشهور بلک-شولز معادله به (52 - 2) رابطه
می آید. به دست

معادل احتمال اندازه 5 - 2
آن تحت سهام قیمت که است احتمالی اندازه بیانگر معادل مارتینگل اندازه مالی، ریاضیات ادبیات در
اگر دقیق تر، طور به است. سهام همان تنزیل یافته قیمت براي شرطی انتظار مورد مقدار با برابر دقیقاً
اینکه فرض با آنگاه باشد، لحظه این تا بازار اطلاعات تمام F(t) و t لحظه در سهام قیمت S(t)

داریم است، Q معادل مارتینگل اندازه تحت ریاضی امید EQ

e−rtS(t) = EQ[e−ruS(u) | F(t)], u ≥ t.

می آید به دست درنتیجه

S(t) = EQ[e−r(u−t)S(u) | F(t)].

است، مارتینگل تصادفی فرایند یک احتمال اندازه این تحت سهام تنزیل یافته قیمت اینکه به توجه با
یاد خنثی ریسک احتمال اندازه عنوان به آن از که معادل مارتینگل اندازه از استفاده مزیت مهم ترین
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معامله گران و نمی پذیرد را آربیتراژي شرایط احتمال اندازه این تحت بازار مدل که است آن می شود
واقعی احتمال اندازه تحت بازار که است حالی در این کنند. دادوستد عادلانه محیط یک در می توانند
بررسی به بخش این در باشد. آربیتراژي شرایط داراي می تواند است خنثی ریسک اندازه با معادل که

می دهیم. ارائه آن تشریح براي را مثال چند و پرداخته معادل احتمال اندازه

این باشند. موافق اگر می شوند، گفته معادل (Ω, F) روي Q و P احتمال اندازه دو .18 - 2 تعریف
آنگاه باشد، صفر برابر (Ω, F ,P) احتمال فضاي در پیشامدي رخداد احتمال اگر که معناست بدان

برعکس. و است صفر برابر نیز (Ω, F ,Q) احتمال فضاي در پیشامد همان رخداد احتمال
هستند، هم معادل (Ω, F) روي Q و P احتمال اندازه دو کرد: بیان می توان معادل صورت به
احتمال آنگاه باشد، صفر از اکید بزرگتر (Ω, F ,P) احتمال فضاي در پیشامدي رخداد احتمال اگر

برعکس. و باشد صفر از اکید بزرگتر نیز (Ω, F ,Q) احتمال فضاي در پیشامد همان رخداد

نمونه اي فضاي روي مثبت تصادفی متغیر Z کنید فرض رادون-نیکودیم1) (مشتق .19 - 2 تعریف
می کنیم تعریف .EP[Z] = ١ که به طوري باشد، Ω پیوسته

Z(ω) = dQ(ω)
dP(ω)

, ∀ω ∈ Ω. (53 - 2)

گویند. P به نسبت Q رادون-نیکودیم مشتق را Z(ω) صورت این در
فرض با Z(ω) رادون-نیکودیم چگالی آنگاه باشد، گسسته نمونه اي فضاي بیانگر Ω اگر همچنین

می شود تعریف زیر صورت به ،EP[Z] = ١

Z(ω) = Q(ω)
P(ω)

, ∀ω ∈ Ω. (54 - 2)

احتمال فضاي در ترتیب به زیر مهم رابطه دو ،(54 - 2) و (53 - 2) معادلات گرفتن به کار با
می آیند: به دست پیوسته و گسسته

داریم است، گسسته X تصادفی متغیر اینکه فرض با الف)

EQ[X] =
∑
ω∈Ω

X(ω)Q(ω)

=
∑
ω∈Ω

X(ω)Z(ω)P(ω) = EP[ZX]; (55 - 2)

1Radon-Nikodym
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داریم است، پیوسته X تصادفی متغیر اینکه فرض با ب)

EQ[X] =
∫

ω∈Ω
X(ω)dQ(ω)

=
∫

ω∈Ω
X(ω)Z(ω)dP(ω) = EP[ZX]. (56 - 2)

اندازه تحت ریاضی امید به را P احتمال اندازه تحت ریاضی امید می توانیم فوق روابط توسط
کنیم. تبدیل Q معادل احتمال

شده اند، نام گذاري 4 تا 1 متمایز اعداد از آن وجوه که را اریب وجهی چهار شی یک .9 - 2 مثال
کنید فرض بود. خواهد Ω = {١, ٢, ٣, ۴} برابر نمونه اي فضاي صورت این در بگیرید. نظر در

که به طوري باشد، تصادفی متغیر یک X : Ω → R
∀ω∈Ω, X(ω)∈R

P(X = ١) = ١
٨ , P(X = ٢) = ٣

٨ , P(X = ٣) = ٢
٨ , P(X = ۴) = ٢

٨ ,

نظر در چنان را Q نام به دیگري احتمال اندازه حال است. واقعی احتمال اندازه بیانگر P آن در که
که می گیریم

Q(X = ١) = ۴
٨ , Q(X = ٢) = ١

٨ , Q(X = ٣) = ٢
٨ , Q(X = ۴) = ١

٨ .

(54 - 2) رابطه به توجه با تصادفی، متغیر یک عنوان به Z(ω) رادون-نیکودیم چگالی صورت این در
می آید به دست زیر صورت به

Z(ω) = {۴,
١
٣ , ١,

١
٢},

زیرا است، برقرار EP[Z] = ١ رابطه آن در که

EP[Z] = (۴ × ١
٨) + (١

٣ × ٣
٨) + (١ × ٢

٨) + (١
٢ × ٢

٨) = ١.

داریم (54 - 2) رابطه به توجه با ،P(Z > ٠) = ١ که آنجایی از

P(X = i) > ٠ ⇐⇒ Q(X = i) > ٠, i = ١, ٢, ٣, ۴.
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داریم X مانند تصادفی متغیر هر براي بعلاوه هستند. معادل Q و P احتمال اندازه دو بنابراین
زیرا ،EQ[X] = EP[ZX]

EQ[X] = (١ × ۴
٨) + (٢ × ١

٨) + (٣ × ٢
٨) + (۴ × ١

٨) = ٢,

EP[ZX] = (۴ × ١
٨) + (٢

٣ × ٣
٨) + (٣ × ٢

٨) + (۴
٢ × ٢

٨) = ٢.

θ و (Ω, F ,P) احتمال فضاي روي استاندارد نرمال تصادفی متغیر X کنید فرض .10 - 2 مثال
می دهیم قرار باشد. ثابت پارامتر

Z = exp
{

− θX − ١
٢θ٢}.

می آید به دست (53 - 2) رابطه به توجه با و EP[Z] = ١ صورت این در

dQ = Z(ω)dP(ω), ∀ω ∈ Ω.

بود خواهد زیر صورت به Q احتمال اندازه فوق، رابطه طرفین از انتگرال گیري با

Q(A) =
∫

A
Z(ω)dP(ω), ∀A ∈ F .

داریم (53 - 2) رابطه به توجه با ،P(Z > ٠) = ١ که آنجایی از

P(A) > ٠ ⇐⇒ Q(A) > ٠, ∀A ∈ F .

هستند. معادل Q و P احتمال اندازه دو بنابراین
است. استاندارد نرمال توزیع داراي Q احتمال اندازه تحت X +θ تصادفی متغیر می دهیم نشان حال
باشند. یکسانی گشتاور مولد تابع داراي اگر می کنند، پیروي توزیع یک از تصادفی متغیر دو می دانیم
زیر صورت به احتمالی اندازه هر تحت Y استاندارد نرمال تصادفی متغیر گشتاور مولد تابع طرفی از

می شود ییان

E[etY ] = e
١
٢ t٢

, t ∈ R.
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(Ω, F ,Q) احتمال فضاي روي X + θ تصادفی متغیر گشتاور مولد تابع دهیم نشان کافیست لذا
کنیم ثابت باید دیگر عبارتی به است. e ١

٢ t٢ برابر

EQ[et(X+θ)] = e
١
٢ t٢

, t ∈ R,

از استفاده با است. (Ω, F ,P) احتمال فضاي روي استاندارد نرمال تصادفی متغیر X آن در که
داریم (56 - 2) رابطه

EQ[et(X+θ)] = EP[Zet(X+θ)]

= EP[e−θX− ١
٢ θ٢ · et(X+θ)]

= EP[e(t−θ)X+tθ− ١
٢ θ٢ ]

= etθ− ١
٢ θ٢ · EP[e(t−θ)X ]

= etθ− ١
٢ θ٢ · e

١
٢ (t−θ)٢ = e

١
٢ t٢

.

خنثی ریسک احتمال اندازه 1 - 5 - 2
اهمیت از معادل احتمال اندازه مالی، ریاضیات ادبیات در شد، اشاره قبل بخش ابتداي در که همان طور
اندازه (یا مارتینگل نوع از معادل احتمال اندازه یک تعریف با مثال، عنوان به است. برخوردار بسیاري
توصیف تصادفی مدل یک اساس بر آربیتراژي شرایط بدون را بازار می توان خنثی) ریسک احتمال
اندازه این تحت که به طوري است معادل احتمال هاي اندازه از یکی خنثی ریسک احتمال اندازه کرد.
معادل احتمال اندازه بی شمار بازار مدل یک براي است. مارتینگل سهام تنزیل یافته قیمت احتمال،
صورت به اندازه  ها این از یکی عنوان به خنثی ریسک احتمال اندازه که طوري به کرد، تعریف می توان
قیمت دینامیک خنثی، ریسک احتمال اندازه تحت بخش این ادامه در می شود. تعریف فرد به منحصر
منظور، این براي می کنیم. بیان می کند پیروي (19 - 2) هندسی براونی حرکت مدل از که را سهام
ایفا بسزایی نقش خنثی ریسک احتمال اندازه تحت سهام قیمت ارزیابی در که بیز1 قضیه بیان به ابتدا
دارایی قیمت گذاري در مهم قضایاي از یکی عنوان به را گیرسانف2 قضیه سپس می پردازیم. می کند

می کنیم. بیان

1Bayes
2Girsanov
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(Ω, F ,P) احتمال فضاي روي که باشد تصادفی متغیر X کنید فرض بیز) (قضیه .6 - 2 قضیه
رادون- مشتق با (Ω, F) روي دیگري احتمال اندازه Q کنید فرض همچنین است. شده تعریف

باشد زیر نیکودیم

Z(ω) = dQ(ω)
dP(ω)

, ω ∈ Ω.

داریم صورت این در

EQ[X|F(s)] = EP[XZ(t)|F(s)]
EP[Z(t)|F(s)]

, ٠ ≤ s ≤ t.

می دهیم نشان اثبات.

EQ[X|F(s)] · EP[Z(t)|F(s)] = EP[XZ(t)|F(s)]. (57 - 2)

A ∈ F(s) هر براي ،(Ω, F ,P) احتمال فضاي روي (57 - 2) رابطه چپ سمت از انتگرال گیري با
∫داریم

A
EQ[X|F(s)] · EP[Z(t)|F(s)]dP(ω)

=
∫

A
EP
[
Z(t)EQ[X | F(s)]

∣∣∣F(s)
]
dP(ω)

=
∫

A
Z(t)EQ[X | F(s)]dP(ω)

=
∫

A
Z(t)EQ[X | F(s)]

( ١
Z(t)

dQ(ω)
)

=
∫

A
EQ[X | F(s)]dQ(ω)

=
∫

A
XdQ(ω). (58 - 2)

F(s)-اندازه پذیر تصادفی متغیر EQ[X|F(s)] که است شده استفاده ویژگی این از اول تساوي در
استفاده حقیقت این از دوم تساوي در شود. EP[·|F(s)] شرطی ریاضی امید داخل می تواند و است
ریاضی امید است، شده تعریف (Ω, F(t)) روي که H مانند تصادفی متغیر هر براي که است شده
در .E[E[H|F(s)]] = E[H] یعنی است، H براي نااریب برآوردگر یک E[H|F(s)] شرطی
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فضاي روي H مانند تصادفی متغیر هر براي که است شده استفاده ویژگی این از نیز پنجم تساوي
داریم همواره ،A ∈ F(s) هر براي و (Ω, F ,Q) احتمال

∫
A
EQ[H|F(s)]dQ(ω) =

∫
A

H(ω)dQ(ω).

است. مشهور تصادفی متغیرهاي جزئی میانگین پذیري خاصیت به فوق رابطه
داریم A ∈ F(s) هر براي و (Ω, F ,P) روي (57 - 2) معادله راست سمت از انتگرال گیري با حال

∫
A
EP[XZ(t)|F(s)]dP(ω) =

∫
A

XZ(t)dP(ω) =
∫

A
XdQ(ω). (59 - 2)

می شود. کامل اثبات (59 - 2) و (58 - 2) روابط طرفین مقایسه با

فضاي روي براونی حرکت ،٠ ≤ t ≤ T براي W (t) کنید فرض گیرسانف) (قضیه .7 - 2 قضیه
همچنین باشد. W (t) توسط شده تولید پالایه F := {F(t)}t∈[٠,T ] و (Ω, F ,P) احتمال

که به طوري باشد، ثابت پارامتر یک θ کنید فرض

B(t) = W (t) + θt. (60 - 2)

دهید قرار

Z(t) = exp
{

− θ(t)W (t) − ١
٢θ٢t

}
, (61 - 2)

کنید تعریف زیر صورت به را Q جدید احتمال اندازه و

dQ(ω) = Z(t)dP(ω), ∀ω ∈ Ω.

،Q احتمال اندازه تحت B(t) همچنین هستند. معادل Q و P احتمال اندازه دو صورت این در
است. براونی حرکت

داریم (53 - 2) رابطه به توجه با ،P(Z > ٠) = ١ که آنجایی از اثبات.

P(A) > ٠ ⇐⇒ Q(A) > ٠, ∀A ∈ F .
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هستند. معادل Q و P احتمال اندازه دو بنابراین
کافیست منظور این براي است. براونی حرکت یک Q اندازه تحت B(t) فرایند می دهیم نشان حال

می کند. صدق لوي قضیه شرط چهار در B(t) کنیم ثابت
.B(٠) = W (٠) + θ × ٠ = ٠ پس است، صفر برابر W (٠) که آنجایی از الف)

پیوسته مسیرهاي داراي می کند، توصیف را براونی حرکت Pیک احتمال اندازه تحت W (t) چون ب)
پیوسته مسیرهاي داراي B(t) = W (t)+θt فرایند بنابراین است. پیوسته نیز θt همچنین است.

بود. خواهد
زیرا است، dt دوم مرتبه تغییرات داراي B(t) ج)

dB(t)dB(t) = (dW (t) + θdt)٢ = dW (t)dW (t) = dt.

متغیر ابتدا موضوع این دادن نشان براي است. مارتینگل Q اندازه تحت B(t) تصادفی فرایند د)
می کنیم تعریف را زیر تصادفی

X(t) = −θW (t) − ١
٢θ٢t.

داریم ایتو لم از استفاده با صورت این در ،f(x) = ex دهید قرار

dZ(s) =df(X(s))

=f ′(X(s))dX(s) + ١
٢f

′′(X(s))dX(s)dX(s)

=eX(s)
(

− θdW (s) − ١
٢θ٢ds

)
+ ١

٢eX(s)θ٢ds = −θZ(t)dW (s).

داشت خواهیم t تا ٠ از s به نسبت فوق عبارت طرفین از انتگرال گیري با

Z(t) = Z(٠) − θ
∫ t

٠
Z(s)dW (s).

داریم است. مارتینگل فرایند یک P احتمال اندازه تحت و ایتو انتگرال یک Z(t) بنابراین

d(B(t)Z(t)) = B(t)dZ(t) + Z(t)dB(t) + dB(t)dZ(t)
= −θB(t)Z(t)dW (t) + Z(t)dW (t) + θZ(t)dt

+
(
dW (t) + θdt

)(
− θZ(t)dW (t)

)
=
(

− θB(t) + ١)Z(t)dW (t).
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داریم t تا ٠ از فوق عبارت طرفین از انتگرال گیري با است، صفر برابر B(٠) اینکه به توجه با

B(t)Z(t) =
∫ t

٠
(

− θB(s) + ١)Z(s)dW (s).

قضیه از استفاده با است. مارتینگل فرایند یک P اندازه تحت و ایتو انتگرال یک B(t)Z(t) بنابراین
می آید به دست (6 - 2)

EQ
[
B(t)|F(s)

]
= ١

Z(s)
EP
[
B(t)Z(t)|F(s)

]
= ١

Z(s)
B(s)Z(s) = B(s).

است. مارتینگل Q اندازه تحت B(t) درنتیجه

یک را Q احتمال اندازه صورت این در باشد. واقعی احتمال اندازه P کنید فرض .20 - 2 تعریف
کند: صدق زیر شرایط در Q هرگاه گویند، خنثی ریسک احتمال اندازه

باشند، معادل P و Q الف)

باشد. مارتینگل سهام تنزیل یافته قیمت ،Q اندازه تحت ب)

(Ω, F ,P) احتمال اندازه تحت که باشد t لحظه در سهام قیمت S(t) کنید فرض .8 - 2 قضیه
ریسک احتمال اندازه تحت صورت این در می شود. توصیف (19 - 2) هندسی براونی حرکت مدل توسط

می شود بیان زیر صورت به سهام قیمت دینامیک ،Q خنثی

dS(t) = rS(t)dt + σS(t)dB(t), (62 - 2)

Q احتمال اندازه تحت براونی حرکت B(t) و ریسک بدون بهره نرخ r بازار، تلاطم σ آن در که
است.

را سهام تنزیل یافته قیمت دیفرانسیلی فرم ،(19 - 2) هندسی براونی حرکت مدل به توجه با اثبات.
نوشت می توان زیر صورت به P احتمال اندازه تحت

d(e−rtS(t)) = S(t)de−rt + e−rtdS(t)
= −re−rtS(t)dt + e−rt(µS(t)dt + σS(t)dW (t))
= e−rt(µ − r)S(t)dt + σe−rtS(t)dW (t),
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طبق طرفی از است. P احتمال اندازه تحت براونی حرکت W (t) و بازده نرخ میانگین µ آن در که
است. Q معادل احتمال اندازه تحت براونی حرکت B(t) = W (t)+θt می دانیم، گیرسانف قضیه
اندازه تحت سهام تنزیل یافته قیمت دینامیک ،W (t) جاي به B(t) − θt جایگذاري با بنابراین

می شود بیان زیر صورت به Q احتمال

d(e−ruS(u)) = e−ru(µ − r)S(u)dt + σe−ruS(u)dW (u)
= e−ru(µ − r)S(u)du + σe−ruS(u)(dB(u) − θdu)
= e−ru(µ − r − θσ)S(u)du + σe−ruS(u)dB(u). (63 - 2)

داریم t تا ٠ از u به نسبت (63 - 2) رابطه طرفین از انتگرال گیري با

e−rtS(t) = S(٠) + (µ − r − θσ)
∫ t

٠
e−ruS(u)du + σ

∫ t

٠
e−ruS(u)dB(u).

(64 - 2)
اندازه این تحت پس است، Q معادل احتمال اندازه تحت براونی حرکت B(t) اینکه به توجه با
خواهد مارتینگل فرایند یک آن دنبال به و ایتو انتگرال یک (64 - 2) رابطه در دوم انتگرال احتمال،
است، خنثی ریسک احتمال اندازه بیانگر Q معادل احتمال اندازه ،(20 - 2) تعریف به بنا طرفی از بود.
(64 - 2) عبارت براي گزاره این باشد. مارتینگل احتمال اندازه این تحت سهام تنزیل یافته قیمت اگر
داشته باید دیگر عبارتی به باشد. صفر برابر (64 - 2) رابطه در اول انتگرال اگر تنها و اگر است، صادق

باشیم

θ = µ − r

σ
. (65 - 2)

ریسک می گویند. بازاري قیمت را (65 - 2) رابطه در آمده به دست θ مالی، ادبیات در
می آید به دست Q خنثی ریسک احتمال اندازه تحت ،(64 - 2) رابطه در (65 - 2) عبارت جایگذاري با

e−rtS(t) = S(٠) + σ
∫ t

٠
e−ruS(u)dB(u).

داشت خواهیم فوق رابطه طرفین از دیفرانسیل گرفتن با درنهایت

d(e−rtS(t)) = σe−rtS(t)dB(t).

بنابراین

−re−rtS(t)dt + e−rtdS(t) = σe−rtS(t)dB(t),

می آید. به دست حکم و
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دوم فصل تمرینات 6 - 2
آورید به دست را زیر تصادفی دیفرانسیل معادله دقیق جواب - 1

dX(t) = rdt + αX(t)dW (t),
هستند. ثابت پارامترهاي α و r آن در که

را ایتو لم سپس و کرده تعریف را Y (t) = exp(−αW (t) + ١
٢α٢t) فرایند ابتدا (راهنمایی:

بگیرید.) به کار X(t)Y (t) براي

شده تولید پالایه {F(t)}t∈[٠,T ] و تصادفی فرایند یک X := {X(t)}t∈[٠,T ] کنید فرض - 2
هستند: مارتینگل زیر فرایندهاي از یک کدام کنید بررسی ایتو لم از استفاده با باشد. آن توسط

X(t)؛ = W (t) + ۴t الف)
X(t)؛ = W ٢(t) ب)

.X(t) = t٢W (t) − ٢
∫ t

٠
sW (s)ds ج)

با براونی حرکت {W (t)}t∈[٠,T ] و تصادفی فرایند یک A := {A(t)}t∈[٠,T ] کنید فرض - 3
W ۴(t)+A(t) که کنید پیدا چنان را A تصادفی فرایند است. {F(t)}t∈[٠,T ] شده تولید پالایه

باشد. مارتینگل قرایند یک
E[((W (t) − W (s)) + W (s))۴ | F(s)] شرطی ریاضی امید محاسبه به ابتدا (راهنمایی:

بپردازید.) s < t براي

کند پیروي زیر هندسی براونی حرکت مدل هاي از شرکت دو سهام قیمت کنید فرض - 4

dS١(t) = r١S١(t)dt + σ١S١(t)dW١(t),
dS٢(t) = r٢S٢(t)dt + σ٢S٢(t)dW٢(t),

ضریب کنید فرض است. ام i ∈ {١, ٢} شرکت تلاطم و بهره نرخ ترتیب به σi و ri آن در که
بین کوواریانس صورت این در باشد. ρ برابر W٢(t) و W١(t) براونی حرکت دو بین همبستگی
این است. ρ برابر آن ها بین همبستگی ضریب دهید نشان و آورده به دست را شرکت ها سهام قیمت
تأثیر دوم شرکت سهام قیمت بر ρ عامل توسط اول شرکت سهام قیمت تغییرات که است معنی بدان
کاهش باعث اول شرکت سهام قیمت (کاهش) افزایش باشد، منفی ρ اگر دیگر عبارتی به می گذارد.
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سهام قیمت (کاهش) افزایش باشد، مثبت ρ اگر همچنین می شود. دوم شرکت سهام قیمت (افزایش)
می شود. دوم شرکت سهام قیمت (کاهش) افزایش باعث اول شرکت

سهام و C مشتقه ورقه شامل که باشد t لحظه در سرمایه گذار پرتفوي ارزش X(t) کنید فرض - 5
کند پیروي زیر صورت به هستون تصادفی تلاطم مدل از سهام قیمت دینامیک که به طوري است، SdS(t) = rS(t)dt +

√
V (t)S(t)dW (١)(t), S(٠) = s,

dV (t) = κ(θ − V (t))dt + σ
√

V (t)dW (٢)(t), V (٠) = v,

نرخ r ،ρ ∈ (−١, ١) همبستگی ضریب با براونی حرکت دو W (٢)(t) و W (١)(t) آن در که
میانگین، به بازگشت سرعت ترتیب، به آن ها تعبیر که هستند مثبت ثابت هاي σ و θ ،κ و ثابت بهره
∆(t) ،t لحظه در سرمایه گذار کنید فرض است. تلاطم براي تلاطم و میانگین به بازگشت سطح
دیفرانسیل معادله توسط او پرتفوي ارزش تغییرات که به طوري باشد، داشته اختیار در را سهام از سهم

می شود توصیف زیر تصادفی

dX(t) = ∆(t)dS(t) + r(X(t) − ∆(t)S(t))dt.

سرمایه گذار که دهید ارائه استراتژي یک است، t لحظه در مشتقه ورقه ارزش C(t) اینکه فرض با
دهد. ریسک پوشش C(t) مشتقه ورقه اساس بر را خود پرتفوي آن اساس بر بتواند

حالت هاي که به طوري باشد، حالت m با مارکف زنجیر فرایند Z := {Zt}t=٠,١,٢,... کنید فرض - 6
P = [pi,j]i,j∈E کنید فرض همچنین می دهد. تشکیل E := {١, . . . , m} مجموعه را آن
انتقال احتمال ،i, j ∈ E هر براي که به طوري باشد، Z مارکف زنجیر انتقال احتمال ماتریس
هر براي دهید نشان است. pij = P[Zt = j | Zt−١ = i] صورت به t لحظه در زنجیر

.P(Zk+n = j | Zk = i) = [P n]ij داریم ،n, k ∈ {٠, ١, . . .}

اندازه Q و (Ω, F ,P) احتمال فضاي روي براونی حرکت فرایند {W (t)}t∈[٠,T ] کنید فرض - 7
می کند صدق زیر رابطه در که باشد جدیدي احتمال

dQ(ω) = Z(t)dP(ω), ω ∈ Ω,

می شود تعریف زیر صورت به و است (Ω, F ,P) احتمال فضاي روي تصادفی منغیر Z که به طوري

Z(t) = exp
{

− r

σ
W (t) − ١

٢
( r

σ

)٢
t
}
,
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با معادل احتمال اندازه Q دهید نشان هستند. تصادفی غیر مقادیر σ ∈ R+ و r ∈ R آن در که
کنید فرض است. (Ω, F ,Q) احتمال فضاي روي براونی حرکت X(t) = W (t) + r

σ
t و P

پیروي کند زیر میانگین به بازگشت مدل از دارایی ارزش دینامیک ،P احتمال اندازه تحت

dS(t) = κ(r − δ − ln S(t))S(t)dt + σS(t)dW (t),

قیمت تلاطم σ و آیدي نرخ δ ریسک، بدون بهره نرخ r میانگین، به بازگشت سرعت κ آن در که
کنید. بیان Q احتمال اندازه تحت را دارایی ارزش دینامیک صورت این در است. دارایی





3 فصل

مالی بازارهاي شبیه سازي
تجزیه رایانه اي نرم افزارهاي اساس بر را سهام) قیمت (مانند بازار یک رفتار مالی بازارهاي شبیه سازي
ارزیابی مورد را بازار آن ویژگی هاي مالی، ریسک بدون می تواند کاربر که به طوري می کند، تحلیل و
قبل فصل در که طبیعی پدیده هاي توصیف براي تصادفی مدل هاي اهمیت به توجه با دهد. قرار
می تواند تصادفی مدل هاي از استفاده با مالی بازارهاي در محصولات قیمت شبیه سازي شد، اشاره
بازار قیمت تلطیف شده واقعیت هاي منعکس کننده باید تنها نه مدل هایی چنین باشد. کارآمد بسیار
انعطاف پذیر تحلیلی روش به رفتارها این توصیف براي کافی اندازه به باید بلکه باشند، بورس در
تلاطم آن ها برجسته ترین که دارند، ویژگی چندین سهام با مرتبط بازار لحظه اي قیمت هاي باشند.
شبیه سازي براي فصل این در است. اقتصادي حالات تغییر و قیمت پرش هاي وجود تصادفی، یا ثابت
تلاطم مدل هندسی، براونی حرکت مدل هاي ترتیب به عوامل این گرفتن نظر در با سهام قیمت
مطالعه مورد را هندسی براونی حرکت رژیم-سوئیچینگ مدل و پرش-انتشار مدل هستون، تصادفی

می دهیم. قرار
بازارهاي شبیه سازي بحث شروع از قبل تصادفی، مدل  هاي تمام در براونی حرکت وجود به توجه با
پیش زمینه یک عنوان به را تصادفی قدم زدن حرکت و می پردازیم تصادفی فرایند این تولید نحوه به مالی

می دهیم. ارائه

مسیر یک رفتار مطالعه ي تصادفی قدم زدن تصادفی) قدم زدن مسیر (شبیه سازي .1 - 3 مثال
این مورد در کاوش نتایج است. ریاضیات ابزار از استفاده با پی درپی و تصادفی گام هاي از شده تشکیل
روان شناسی اقتصاد، بوم شناسی، فیزیک، کامپیوتر، علوم همچون علم مختلف شاخه هاي در موضوع
عنوان به می شود. استفاده زمان طول در تصادفی فرایندهاي براي پایه مدلی عنوان به دیگر موارد و
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حرکت هنگام مولکول یک توسط شده طی مسیر و قمارباز یک مالی وضعیت سهام، قیمت تلاطم مثال،
براي شوند. تصادفی شبیه  سازي قدم زدن فرایند توسط می توانند که هستند مواردي مایع یا گاز درون
متوالی نتایج می کنیم. پرتاب را نااریب سکه یک مکرر طور به تصادفی، قدم زدن فرایند شبیه سازي
نتایج از نامتناهی دنباله ω دیگر عبارتی به می دهیم. نشان ω = ω١, ω٢, . . . توسط را پرتاب ها

اینکه فرض با است. ام n پرتاب نتیجه ωn و سکه پرتاب

Xj =

١ if ωj = H,

−١ if ωj = T,

تعریف و

Mk =
k∑

j=١
Xj, k = ١, ٢, . . . , (1 - 3)

تصادفی قدم زدن فرایند یک ،k = ٠, ١, ٢, . . . براي Mk فرایند آنگاه .M٠ = ٠ که به طوري
می کند. حرکت پایین سمت به واحد یک یا بالا سمت به واحد یک سکه، پرتاب بار هر با که است

می کنیم. عمل زیر صورت به تصادفی قدم زدن حرکت مسیر شبیه سازي براي
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با و ٠٫۵ از بزرگتر ٠٫۵ احتمال با (٠, ١) بازه در پیوسته یکنواخت تصادفی متغیر می دانیم
بازه در پیوسته یکنواخت تصادفی متغیر یک ابتدا بنابراین است. ٠٫۵ از کوچکتر احتمال همین
پرتاب در شیر آمدن را آن باشد، ٠٫۵ از بزرگتر R اگر می نامیم. R را آن و کرده تولید (٠, ١)
اگر رویکرد این از استفاده با می کنیم. تعبیر سکه پرتاب در خط آمدن را آن صورت، این غیر در سکه،
که آنچه .X = −١ می دهیم قرار صورت، این غیر در .X = ١ می دهیم قرار آنگاه ،R > ٠٫۵
مشابه روش به می توان نیز سکه بعدي پرتاب  هاي براي است. سکه پرتاب اولین اساس بر شد گفته
(1 - 3) شکل پرداخت. تصادفی قدم زدن حرکت شبیه  سازي به (1 - 3) رابطه به توجه با و نمود عمل
می دهد. نشان است شده پیاده سازي 1 . 3 الگوریتم اساس بر که را تصادفی قدم زدن مسیر از گام بیست

تصادفی قدم زدن فرایند مسیر شبیه سازي :1 . 3 الگوریتم

بده. انجام را 3 تا 2 دستورات k = ١, ٢, . . . , K براي - 1
کن. تولید R = rand دستور توسط را (٠, ١) بازه در R پیوسته یکنواخت تصادفی متغیر - 2

.X(k) = −١ بده قرار صورت این غیر در .X(k) = ١ بده قرار آنگاه باشد R > ٠٫۵ اگر - 3
کن. شبیه سازي M = [٠ cumsum(X)] دستور توسط را تصادفی قدم زدن حرکت فرایند - 4

آنگاه ،X = [١ ٣ ۶] اگر مثال براي است. تجمعی جمع معناي به cumsum دستور ⊙
.cumsum(X) = [١ ۴ ١٠]

دوم، فصل در (5 - 2) تعریف اساس بر براونی) حرکت فرایند مسیر (شبیه سازي .2 - 3 مثال
براي W (t) − W (s) یعنی آن، نموهاي آنگاه باشد، براونی حرکت فرایند {W (t)}t∈[٠,T ] اگر
٠ = t٠ < اگر عبارتی به بود. خواهد t − s واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع داراي s < t

آنگاه باشد، δ := ti − ti−١ گام طول با [٠, T ] بازه از افراز یک t١ < . . . < tn = T

داریم و W (ti) − W (ti−١) ∼ N (٠, δ)

W (t١) − W (t٠) ∼ N (٠, δ) =
√

δZ١,
W (t٢) − W (t١) ∼ N (٠, δ) =

√
δZ٢,

W (t٣) − W (t٢) ∼ N (٠, δ) =
√

δZ٣,
W (t۴) − W (t٣) ∼ N (٠, δ) =

√
δZ۴,

...
W (tn) − W (tn−١) ∼ N (٠, δ) =

√
δZn.
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نوشت می توان معادل طور به

W (t١) =
√

δZ١,
W (t٢) =

√
δZ٢ +

√
δZ١,

W (t٣) =
√

δZ٣ +
√

δZ٢ +
√

δZ١,
W (t۴) =

√
δZ۴ +

√
δZ٣ +

√
δZ٢ +

√
δZ١,

...
W (tn) =

√
δZn +

√
δZn−١ + . . . +

√
δZ١.

هم از مستقل طور به که هستند استاندارد نرمال تصادفی متغیرهاي Z١, Z٢, . . . , Zn آن در که
زیر صورت به ti لحظه در را براونی حرکت بنابراین شده اند. توزیع (Ω, F ,P) احتمال فضاي روي

کرد شبیه سازي می توان
W (ti) =

√
δ

i∑
k=١

Zk.

با (Ω, F ,P) احتمال فضاي تحت را براونی حرکت فرایند از شده شبیه سازي مسیر 5 ،(2 - 3) شکل
تصادفی به توجه با می شود، مشاهده شکل این از که همان طور می دهد. نشان 2 . 3 الگوریتم از استفاده

داریم. متفاوتی مسیرهاي ω ∈ Ω هر براي براونی، حرکت بودن
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.n = ٢٠٠ و T = ١ مقادیر با براونی حرکت فرایند از تصادفی مسیر پنج :2 - 3 شکل
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براونی حرکت مسیر شبیه سازي :2 . 3 الگوریتم

.dt = T/n بده قرار و شود وارد ورودي عنوان به (T ) نهایی زمان و (n) گام ها تعداد - 1
بده. انجام را 4 تا 3 دستورات i = ١, ٢, . . . , n براي - 2

کن. تولید Z = randn دستور توسط را Z استاندارد نرمال تصادفی متغیر - 3
.X(i) = sqrt(dt) ∗ Z بده قرار - 4

کن. شبیه سازي W = [٠ cumsum(X)] دستور توسط را براونی حرکت تصادفی فرایند - 5

تصادفی مدل  هاي گسسته سازي 1 - 3
عددي روش  هاي بنابراین ندارند. صریح جواب که دارند وجود بسیاري تصادفی دیفرانسیل معادلات
تقریبی چنین ادامه، در می گیرند. قرار استفاده مورد تصادفی دیفرانسیل معادلات جواب تقریب براي
مختلف اهداف براي گسسته سازي روش هاي می نامیم. گسسته سازي را تصادفی دیفرانسیل معادلات از
دیفرانسیل معادله جواب از نمونه مسیرهاي تمام تجسم اهداف، این از یکی می شوند. گرفته به کار
مسیر رفتار از تصوري رویکرد، این می نامند. سناریو گاهی را مسیرها این مجموعه است. تصادفی
در را تصادفی فرایند از پیش بینی نوعی می توانیم آن اساس بر که به طوري می دهد، به دست نمونه اي
نمی دانیم هرگز واقعی دنیاي در شود. تفسیر دقت با باید سناریو یک اما دهیم. ارائه آینده زمان هاي
شبیه سازي طرفی از می کند. هدایت واقعیت براساس را دیفرانسیل معادله براونی حرکت از مسیري چه
کند. توصیف خوبی به را سهام) قیمت اینجا (در پدیده یک رفتار نمی تواند مسیرها این از مورد چند
وجود مسیر یک حتماً تصادفی، دیفرانسیل معادله براي نمونه اي مسیر بی شمار بین از که کنید توجه
معادلات گسسته سازي از هدف) مهم ترین (شاید دیگر هدف باشد. داشته مطابقت واقعیت با که دارد
معادله یک جواب از توزیع ویژگی هاي تعیین براي معقول تقریب هاي به دستیابی تصادفی، دیفرانسیل
کوواریانس واریانس، ریاضی)، (امید انتظار مورد مقدار شامل ویژگی  ها این است. تصادفی دیفرانسیل
می توان معدودي موارد در تنها زیرا است، مهمی موضوع واقع در این هستند. بالا مرتبه گشتاور هاي و
قابل خاص دیفرانسیل معادله یک براي کار این اگر حتی داد. ارائه مقادیر این براي صریح فرمول هاي
شوند. زده تقریب عددي صورت به باید که هستند پیچیده اي توابع داراي آن  ها اغلب باشد، انجام
که را نمونه مسیر تعداد هر که می دهد را امکان این ما به تصادفی دیفرانسیل معادلات گسسته سازي
شبیه سازي روش گرفتن به کار با که می سازد قادر را ما کار این انجام کنیم. شبیه سازي می خواهیم

دهیم. قرار ارزیابی مورد را تصادفی دیفرانسیل معادله جواب توزیع ویژگی هاي مونت- کارلو،
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بگیرید نظر در را زیر تصادفی دیفرانسیل معادله گسسته سازي، مسئله به پرداختن براي

dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X(t))dW (t), X(٠) = x, ٠ ≤ t ≤ T,

(2 - 3)

W (t) = (W١(t), W٢(t), . . . , Wm(t))T و تصادفی غیر مقدار یک x و T > ٠ آن در که
(Ω, F ,P) احتمال فضاي روي {F(t)}t∈[٠,T ] شده تولید پالایه با بعدي m براونی حرکت یک

.g : [٠, T ] × Rn → Rn×m و f : [٠, T ] × Rn → Rn همچنین است.
صورت بدین روش این پیاده سازي است. اویلر1 گسسته سازي گسسته سازي، متداول روش هاي از یکی
δ := ti+١ − ti گام طول با [٠, T ] بازه از {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} افراز که است

اینکه به توجه با می گیریم. نظر در i = ٠, . . . , n − ١ براي را

dW (t) := W (ti+١) − W (ti) ∼ N (٠, δ) =
√

δN (٠, ١),

کرد بیان می توان زیر صورت به را (2 - 3) تصادفی دیفرانسیل معادله گسسته شده فرم

X(ti+١) = X(ti) + f(ti, X(t))δ + g(ti, X(ti))
√

δZi, (3 - 3)

است. متغیره m استاندارد نرمال توزیع از تصادفی دنباله Z١, . . . , Zn آن در که

بگیرید نظر در را زیر تصادفی دیفرانسیل معادله .3 - 3 مثال

dX(t) = aX(t)dt + bX(t)dW (t), X(٠) = x, (4 - 3)

معادله این ایتو، لم از استفاده با صورت این در هستند. مثبت تصادفی غیر پارامترهاي b و a آن در که
است زیر صریح جواب داراي

X(ti+١) = X(ti) exp
{
(a − ١

٢b٢)(ti+١ − ti) + b(W (ti+١) − W (ti))
}
,

توجه با همچنین است. [٠, T ] بازه از افراز یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} آن در که
بود خواهد زیر صورت به معادله گسسته فرم اویلر، گسسته سازي به

X(ti+١) = X(ti) + aX(ti)δ + bX(ti)
√

δZi.

1Euler
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است. استاندارد نرمال توزیع از تصادفی دنباله Z١, . . . , Zn و گام طول δ := ti+١ − ti آن در که
با گسسته شده فرم و (4 - 3) تصادفی دیفرانسیل معادله صریح جواب مقایسه به (3 - 3) شکل
که همانطور می پردازد. n = ١٠٠ و T = ١ ،x = ١٠ ،b = ٠٫٨ ،a = ٠٫٠۵ پارامترهاي
هم بر تقریباً اویلر گسسته  سازي توسط آمده به دست جواب و دقیق جواب است مشخص شکل این از

هستند. منطبق
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Close-form solution
Discretized form

.(4 - 3) تصادفی دیفرانسیل معادله گسسته شده فرم و صریح جواب مقایسه :3 - 3 شکل

(3 - 3) مثال در تصادفی دیفرانسیل معادله گسسته شده فرم و صریح جواب :3 . 3 الگوریتم

.X(t٠) = x و dt = ti − ti−١ = T/n بده قرار - 1
بده. انجام را زیر دستورات i = ٠, ١, . . . , n براي - 2

کن. تولید Z = randn دستور توسط را Z استاندارد نرمال تصادفی متغیر - 3
X(ti+١) = X(ti)exp((a − ٠٫۵b٢)dt + b

√
dtZ) بده قرار صریح): (جواب -

.X(ti+١) = X(ti) + aX(ti)dt + bX(ti)
√

dtZ بده قرار اویلر): (گسسته سازي -

سهام قیمت شبیه سازي 2 - 3
سهام قیمت شبیه سازي براي بسیاري تصادفی مدل هاي بلک-شولز، مدل معرفی با میلادي 70 دهه از
پیش بینی و شبیه سازي در دیگر مدل هاي ضعف کردن برطرف مدل  ها این ارائه از هدف شدند. معرفی
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بازار یک براي قدیمی تر مدل هاي است ممکن موارد از بسیاري در که هرچند است. سهام قیمت
کامل بررسی نیازمند بازار، یک براي مدل بهترین انتخاب واقع در کنند. عمل جدید مدل هاي از بهتر
همواره تقاضا و عرضه در تعادل عدم علت به انرژي بازارهاي در مثال، عنوان به است. قیمت رفتار
که است واضح صورت این در هستیم. مواجه ناگهانی و بزرگ پرش  هاي با زمانی دوره یک طی در
را نمی شود لحاظ آن در پرش عامل که هندسی براونی حرکت مدل مالی، ریاضی حوزه محقق یک
دارد علاقه او واقع در نگیرد. نظر در گاز) یا الکتریسیته بازار (مانند انرژي بازار یک ارزیابی براي
کند. استفاده انرژي نقدي قیمت هاي شبیه سازي براي رژیم-سوئیچینگ یا پرش-انتشار مدل هاي از
قابل مدل کدام اینکه مورد در زیادي بحث هاي هنوز تصادفی مدل هاي از یک هر در حال این با
سهام قیمت شبیه سازي که نیست پوشیده کسی از حقیقت این کل در دارد. وجود است اعتمادترین
مالی مدیران لذا کند. دنبال آینده در می تواند سهام که است آن از نمونه اي مسیرهاي ایجاد معناي به
مالی بازارهاي شبیه سازي به علاقه مند سرمایه گذاري مهم تصمیمات اتخاذ منظور به سرمایه گذاران و
هندسی، براونی حرکت مهم و رایج مدل چهار توسط را سهام قیمت شبیه سازي بخش این در هستند.

می دهیم. قرار مطالعه مورد رژیم-سوئیچینگ و پرش-انتشار هستون،

هندسی براونی حرکت مدل توسط سهام قیمت شبیه سازي 1 - 2 - 3
صورت این در باشد. T > ٠ سررسید زمان با ٠ ≤ t ≤ T لحظه در سهام قیمت S(t) اگر

است زیر صورت به هندسی براونی حرکت مدل تحت سهام قیمت دینامیک

dS(t) = µS(t)dt + σS(t)dW (t), S(٠) = s, (5 - 3)

است. بازار تلاطم σ > ٠ و بازده نرخ میانگین µ استاندارد، براونی حرکت W (t) آن در که
گام طول با [٠, T ] بازه از افراز یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} کنید فرض
دیفرانسیل معادله گسسته شده فرم اویلر، روش از استفاده با صورت این در باشد. δ := ti − ti−١

است زیر صورت به (5 - 3) تصادفی

S(ti) = S(ti−١) + µS(ti−١)δ + σS(ti−١)
√

δZi, i = ١, . . . , n, (6 - 3)

تصادفی متغیر Ziها طرفی از است. استاندارد نرمال توزیع از تصادفی دنباله Z١, . . . , Zn آن در که
و S(ti−١) بر (6 - 3) رابطه طرفین تقسیم با بنابراین .E[Zi] = ٠ داریم و هستند استاندارد نرمال

می آید به دست آن طرف دو از ریاضی امید گرفتن

E
[
S(ti) − S(ti−١) − µS(ti−١)δ

S(ti−١)

]
= ٠, i = ١, . . . , n,
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نوشت می توان بزرگ اعداد قوي قانون به بنا باشد، بزرگ کافی اندازه به n اگر حال

١
n

n∑
i=١

[
S(ti) − S(ti−١) − µS(ti−١)δ

S(ti−١)

]
= ٠.

بنابراین

µ = ١
nδ

n∑
i=١

S(ti) − S(ti−١)
S(ti−١)

.

قرار با باشند، خاص شرکت یک سهام قیمت هاي S∗(t٠), S∗(t١), . . . , S∗(tn) اینکه فرض با
به دست زیر صورت به µ پارامتر برآورد ،S(t٠), S(t١), . . . , S(tn) جاي به مقادیر این دادن

می آید

µ∗ = ١
nδ

n∑
i=١

S∗(ti) − S∗(ti−١)
S∗(ti−١)

. (7 - 3)

دو توان به با ،(6 - 3) معادله اساس بر می پردازیم. بازار تلاطم پارامتر برآورد به ،µ شدن معلوم با
زیر رابطه طرفین رساندن

S(ti) − S(ti−١) − µ∗S(ti−١)δ = σS(ti−١)
√

δZi, i = ١, . . . , n,

)داریم
S(ti) − S(ti−١) − µ∗S(ti−١)δ

)٢
= σ٢S٢(ti−١)δZ٢

i , i = ١, . . . , n.

داشت خواهیم )بنابراین
S(ti) − S(ti−١) − µ∗S(ti−١)δ

)٢

σ٢S٢(ti−١)δ
= Z٢

i , i = ١, . . . , n.

بالا رابطه طرفین از ریاضی امید گرفتن با ،E[Z٢
i ] = ١ ،i = ١, . . . , n هر براي که آنجایی از

داریم

E
[(S(ti) − S(ti−١) − µ∗S(ti−١)δ

)٢

σ٢S٢(ti−١)δ

]
= ١, i = ١, . . . , n.
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نوشت می توان بزرگ اعداد قوي قانون به بنا باشد، بزرگ کافی اندازه به n اگر حال

١
n

n∑
i=١

[(S(ti) − S(ti−١) − µ∗S(ti−١)δ
)٢

σ٢S٢(ti−١)δ

]
= ١.

قرار با باشند، خاص شرکت یک سهام قیمت هاي S∗(t٠), S∗(t١), . . . , S∗(tn) اینکه فرض با
بود خواهد زیر صورت به σ پارامتر برآورد ،S(t٠), S(t١), . . . , S(tn) جاي به مقادیر این دادن

σ∗ =

√√√√√١
n

n∑
i=١

[(S∗(ti) − S∗(ti−١) − µ∗S∗(ti−١)δ
)٢

S∗٢(ti−١)δ

]
. (8 - 3)
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هندسی. براونی حرکت مدل تحت سهام قیمت از شده شبیه سازي مسیر پنج :4 - 3 شکل

هندسی براونی حرکت مدل تحت سهام قیمت شبیه سازي :4 . 3 الگوریتم

.S(t٠) = s و dt = ti − ti−١ = T/n بده قرار - 1
بده. انجام را زیر دستورات i = ١, . . . , n براي - 2

کن. تولید Z = randn دستور توسط را Z استاندارد نرمال تصادفی متغیر - 3
کن شبیه سازي زیر صورت به ti لحظه در را سهام قیمت - 4

S(ti) = S(ti−١) + µ∗ ∗ S(ti−١) ∗ dt + σ∗ ∗ S(ti−١) ∗ sqrt(dt) ∗ Z.

مدل تحت سهام قیمت از تصادفی مسیر پنج (4 - 3) شکل در ،4 . 3 الگوریتم گرفتن به کار با
،T = ١ ،s = ١٠ صورت به مدل پارامترهاي آن در که است، شده آورده هندسی براونی حرکت
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شده اند. اختیار σ = ٠٫٣ و r = ٠٫٠۵ ،n = ٣۶۵
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2022 اوت 10 تا 2021 اوت 20 از مایکروسافت شرکت سهام ارزش :5 - 3 شکل
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Real data Simulated data

حرکت مدل تحت شده شبیه سازي قیمت  هاي و مایکروسافت شرکت سهام قیمت مقایسه :6 - 3 شکل
هندسی. براونی

براونی حرکت تصادفی مدل توسط آمده به دست داده هاي و بازار واقعی داده هاي مقایسه به حال
اساس بر را σ و µ یعنی مدل پارامترهاي که داریم نیاز کار این انجام از قبل می پردازیم. هندسی
را مایکروسافت شرکت سهام قیمت به مربوط داده  هاي منظور، این براي کنیم. برآورد بازار داده هاي
،(8 - 3) و (7 - 3) روابط اساس بر و ((5 - 3) (شکل بگیرید نظر در 2022 اوت 10 تا 2021 اوت 20 از
داشت خواهیم صورت این در می آوریم. به دست را بازار تلاطم و بازده نرخ میانگین پارامترهاي برآورد

µ∗ = −٠٫٠٣٠۶, σ∗ = ٠٫٠٨٩٧.
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پنج در را مایکروسافت شرکت سهام قیمت هندسی، براونی حرکت تصادفی مدل ارزیابی براي
مدل این توسط آمده به دست داده پنج با (2022 اوت 16 تا 2022 اوت 10) معاملات بعدي روز
قیمت شبیه سازي بهترین اساس بر نتایج می کنیم. مقایسه شده برآورد پارامترهاي اساس بر تصادفی
است. شده آورده (6 - 3) شکل در شبیه سازي 1000 میان از هندسی براونی حرکت مدل تحت سهام

هستون تصادفی تلاطم مدل توسط سهام قیمت شبیه سازي 2 - 2 - 3
و سهام قیمت S(t) اینکه فرض با هستون، تصادفی تلاطم مدل تحت که داریم یاد به دوم فصل از

می شود توصیف زیر صورت به سهام قیمت دینامیک است، t لحظه در بازار تلاطم V (t)


dS(t) = rS(t)dt +
√

V (t)S(t)dW (١)(t), S(٠) = s,

dV (t) = κ(θ − V (t))dt + σ
√

V (t)(ρdW (١)(t) +
√١ − ρ٢dW (٢)(t)),

V (٠) = v,

مثبت ثابت هاي σ و θ ،κ و ثابت بهره نرخ r براونی، حرکت دو W (٢)(t) و W (١)(t) آن در که
براي تلاطم و میانگین به بازگشت سطح میانگین، به بازگشت سرعت ترتیب، به آن ها تعبیر که هستند
نشان را بازار تلاطم و سهام قیمت بین همبستگی ضریب ρ ∈ (−١, ١) همچنین است. تلاطم
در باید σ و θ ،κ پارامترهاي باشند، مثبت همواره تلاطم مقادیر اینکه براي کنید توجه می دهد.

یعنی کنند، صدق فلر شرط

٢κθ > σ٢.

تلاطم مدل تحت سهام قیمت شبیه سازي ،(3 - 3) معادله در اویلر گسسته سازي روش استفاده با
می شود بیان زیر صورت به هستون تصادفی

S(ti+١) = S(ti) + rS(ti)δ +
√

δV (ti)S(ti)Z(١)
i ,

V (ti+١) = V (ti) + κ(θ − V (ti))δ + σ
√

δV (ti)(ρZ
(١)
i +

√١ − ρ٢Z(٢)
i ),

δ := ti+١ − ti و [٠, T ] بازه از افراز یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} آن در که
نرمال توزیع از تصادفی دنباله ي دو Z

(٢)
١ , . . . , Z(٢)

n و Z
(١)
١ , . . . , Z(١)

n همچنین است. گام طول
هستند. استاندارد
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هستون تصادفی تلاطم مدل تحت سهام قیمت شبیه سازي :5 . 3 الگوریتم

.S(t٠) = s و V (t٠) = v ،dt = ti − ti−١ = T/n بده قرار - 1
بده. انجام را زیر دستورات i = ١, . . . , n براي - 2

دستورات توسط هم از مستقل صورت به را Z٢ و Z١ استاندارد نرمال تصادفی متغیرهاي - 3
کن. تولید Z٢ = randn و Z١ = randn

کن شبیه سازي زیر صورت به ti لحظه در را تلاطم فرایند - 4

V (ti) = V (ti−١)+κ(θ −V (ti−١))dt+σ
√

V (ti−١)
√

dt(ρZ١ +
√

١ − ρ٢Z٢).

کن شبیه سازي زیر صورت به ti لحظه در را سهام قیمت - 5

S(ti) = S(ti−١) + rS(ti−١)dt +
√

V (ti−١)S(ti−١)
√

dtZ١.

آن مقایسه و هستون تصادفی تلاطم مدل تحت سهام قیمت از شبیه سازي چند ،(7 - 3) شکل در
،s = ١٠ ،r = ٠٫٠۵ صورت به پارامترها آن در که است، شده آورده هندسی براونی حرکت مدل با
فرض ρ = −٠٫۶ و σ = ٠٫۴ ،θ = ٣٫۵ ،κ = ٠٫٨ ،n = ١٠٠٠ ،T = ١ ،v = ٠٫٢

شده اند.
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(شکل هستون تصادفی تلاطم مدل تحت سهام قیمت از شده شبیه سازي مسیر سه :7 - 3 شکل
راست). سمت (شکل هندسی براونی حرکت مدل با آن مقایسه و چپ) سمت
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پرش-انتشار مدل توسط سهام قیمت شبیه سازي 3 - 2 - 3
ساخته پواسن فرایند اساس بر قیمت پرش هاي پرش-انتشار، تصادفی مدل در اینکه به توجه با
به مدل، این تحت سهام قیمت شبیه سازي موضوع به پرداختن از قبل بخش این در می شوند،

می پردازیم. مرکب پواسن و پواسن فرایند مسیرهاي شبیه سازي

٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T کنید فرض پواسن) فرایند (شبیه سازي .4 - 3 مثال
تعریف به توجه با صورت این در باشد. δ := ti − ti−١ گام طول با [٠, T ] بازه از افراز یک
باشد، λ شدت با پواسن فرایند یک {N(t)}t∈[٠,T ] تصادفی فرایند اگر قبل، فصل در (11 - 2)
یعنی است. λδ پارامتر با پواسن توزیع داراي آن نموهاي و صفر برابر شروع لحظه در N(t) آنگاه
تصادفی متغیرهاي N١, N٢ . . . , Nn کنید فرض .N(ti) − N(ti−١) ∼ Poisson(λδ)
شده اند. توزیع (Ω, F ,P) احتمال فضاي روي هم از مستقل طور به که باشند λδ پارامتر با پواسن

داریم صورت این در

N(t١) − N(t٠) ∼ Poisson(λδ) = N١,
N(t٢) − N(t١) ∼ Poisson(λδ) = N٢,
...
N(tn) − N(tn−١) ∼ Poisson(λδ) = Nn.

نوشت می توان معادل طور به

N(t١) = N١,
N(t٢) = N٢ + N١,
...
N(tn) = Nn + Nn−١ + . . . + N١.

کرد شبیه سازي می توان زیر صورت به ti لحظه در را پواسن فرایند بنابراین

N(ti) =
i∑

k=١
Nk.
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.λ = ۵ و n = ١٠٠ ،T = ١ مقادیر با پواسن فرایند از تصادفی مسیر دو :8 - 3 شکل

با (Ω, F ,P) احتمال فضاي تحت را پواسن فرایند از شده شبیه سازي مسیر دو (8 - 3) شکل
تصادفی به توجه با می شود، مشاهده شکل این از که همان طور می دهد. نشان 6 . 3 الگوریتم از استفاده

داریم. متفاوت مسیرهاي ω ∈ Ω هر براي پواسن، فرایند بودن

پواسن فرایند شبیه سازي :6 . 3 الگوریتم

.dt = T/n بده قرار و شود وارد ورودي عنوان به (T ) نهایی زمان و (n) گام ها تعداد - 1
بده. انجام را 4 تا 3 دستورات i = ١, ٢, . . . , n براي - 2

کن. تولید A = poissrnd(λ ∗ dt) توسط را λδ پارامتر با N پواسن تصادفی متغیر - 3
.X(i) = A بده قرار - 4

کن. شبیه سازي N = [٠ cumsum(X)] دستور توسط را پواسن تصادفی فرایند - 5

داریم یاد به دوم فصل (12 - 2) تعریف از مرکب) پواسن فرایند مسیر (شبیه سازي .5 - 3 مثال
لحظه در {Q(t)}t∈[٠,T ] مرکب پواسن فرایند آنگاه باشد، λ شدت با پواسن فرایند N(t) اگر که

می شود توصیف زیر صورت به t

Q(t) =
N(t)∑
i=١

Yi, (9 - 3)

است. N(t) پواسن فرایند از مستقل و خاص توزیع یک از تصادفی دنباله Y١, Y٢, . . . آن در که
نه مقادیر این مرکب پواسن فرایند در است، 1 ثابت مقدار پرش ها اندازه آن در که پواسن فرایند برخلاف
اندازه ،Y١ برابر پرش اولین اندازه دیگر عبارتی به می کنند. تغییر تصادفی طور به بلکه نیستند ثابت تنها
٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T کنید فرض آخر. الی ترتیب همین به و Y٢ برابر پرش دومین
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،N(t) پواسن فرایند که آنجایی از باشد. δ := ti − ti−١ گام طول با [٠, T ] بازه از افراز یک
است ممکن می کند، اختیار را صفر مقدار شروع لحظه در و صعودي) اکیداً (نه صعودي فرایند یک
به توجه با مثال، عنوان به باشد. صفر برابر همچنان آن مقدار (m − ١ ≤ n) tm−١ لحظه تا
(m = ٢٨) tm−١ = ٠٫٢٧ لحظه تا N(t) پواسن فرایند ،(8 - 3) شکل در رنگ آبی نمودار
می دهیم قرار ،(9 - 3) مرکب پواسن فرایند سیگماي اندیس تعریف براي بنابراین است. صفر برابر

.Q(t٠) = · · · = Q(tm−١) = ٠

مرکب پواسن فرایند شبیه سازي :7 . 3 الگوریتم

.dt = T/n بده قرار و شود وارد ورودي عنوان به (T ) نهایی زمان و (n) گام ها تعداد - 1
قرار و کن تولید 6 . 3 الگوریتم اساس بر را پواسن فرایند از N(١), N(٢), . . . , N(n) 2 -مقادیر

.M = N(n) بده
تولید R = randn(١, M) توسط را استاندارد نرمال تصادفی متغیرهاي از Mتایی بردار یک - 3

کن.
صورت این غیر در .X(i) = ٠ بده قرار ،N(i) = ٠ اگر ،i = ١, ٢, . . . , n براي - 4

.X(i) = sum(R(١ : N(i)))
کن. شبیه سازي Q = [٠ X] دستور توسط را مرکب پواسن تصادفی فرایند - 5

می کند. جمع هم با را X بردار از ام j تا ام i مولفه هاي sum(X(i : j)) دستور ⊙
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مقادیر همراه به استاندارد نرمال پرش اندازه با مرکب پواسن فرایند از تصادفی مسیر دو :9 - 3 شکل
.λ = ۵ و n = ١٠٠ ،T = ١

(Ω, F ,P) احتمال فضاي تحت را مرکب پواسن فرایند از شده شبیه سازي مسیر دو (9 - 3) شکل
متغیرهاي Y١, Y٢, . . . یعنی پرش، اندازه هاي شکل این در می دهد. نشان 7 . 3 الگوریتم از استفاده با
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تصادفی به توجه با می شود، مشاهده شکل این از که همان طور شده اند. فرض استاندارد نرمال تصادفی
داشت. خواهیم متفاوتی مسیرهاي ω ∈ Ω هر براي مرکب، پواسن فرایند بودن

رابطه به توجه با می پردازیم. مرتون پرش-انتشار مدل تحت سهام قیمت شبیه سازي به حال
داریم باشد، t لحظه در سهام قیمت S(t) اگر دوم، فصل در (29 - 2)

dS(t)
S(t−)

= rdt + σdW (t) + dQ(t), t ∈ [٠, T ],

براونی، حرکت W := {W (t)}t∈[٠,T ] بازار، تلاطم و بهره نرخ ترتیب به σ و r ثابت هاي آن در که
از مستقل و مرکب پواسن فرایند Q := {Q(t)}t∈[٠,T ] و پرش زمان از قبل سهام قیمت S(t−)

می شود تعریف زیر صورت به Q خاص، طور به است. براونی حرکت

Q(t) =
N(t)∑
j=١

(Yj − ١), t ∈ [٠, T ],

است. پواسن فرایند یک N(t) و دلخواه تصادفی متغیرهاي Y١, Y٢, . . . آن در که
δ := گام طول با [٠, T ] بازه از افراز یک ٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T کنید فرض
مدل گسسته شده فرم اویلر، گسسته سازي روش از استفاده با صورت این در باشد. ti − ti−١

می آید به دست زیر صورت به i = ١, ٢, . . . , n براي مرتون پرش-انتشار

S(ti) = S(ti−١) + rS(ti−١)δ + σS(ti−١)
√

δZi + S(ti−١)(Q(ti) − Q(ti−١)),
(10 - 3)

از مستقل صورت به که هستند استاندارد نرمال تصادفی متغیرهاي ،Z١, Z٢, . . . , Zn آن در که
مرتون پرش-انتشار مدل تحت سهام قیمت شبیه سازي نحوه به 8 . 3 الگوریتم شده اند. توزیع هم
زمانی که تصادفی، مدل این تحت سهام قیمت از شبیه سازي دو (10 - 3) شکل در همچنین می پردازد.

کنیم. مشاهده می توانیم را می کنند پیروي لگ-نرمال و نمایی توزیع از پرش ها اندازه

مرتون پرش-انتشار مدل تحت سهام قیمت شبیه سازي :8 . 3 الگوریتم

.S(t٠) = s و dt = ti − ti−١ = T/n بده قرار - 1
پرش هاي اندازه با مرکب پواسن فرایند از Q(٠), Q(١), Q(٢), . . . , Q(n) تصادفی مقادیر - 2
هستند لگ-نرمال) (یا نمایی توزیع داراي Y١, Y٢, Y٣, . . . که Y١ − ١, Y٢ − ١, Y٣ − ١, . . .
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کن. تولید 7 . 3 الگوریتم توسط را
بده. انجام را زیر دستورات i = ١, . . . , n براي - 3

کن. تولید Z = randn دستور توسط را Z استاندارد نرمال تصادفی متغیر - 4
کن شبیه سازي زیر صورت به ti لحظه در را سهام قیمت - 5

S(ti) = S(ti−١)+rS(ti−١)dt+σS(ti−١)
√

dtZ +S(ti−١)(Q(i)−Q(i−١)).

exprnd(a, n, ١) دستور توسط a پارامتر با نمایی تصادفی متغیر هاي از تایی n بردار یک ⊙
را b و a پارامترهاي با لگ-نرمال تصادفی متغیر هاي از تایی n بردار یک همچنین می شود. تولید

کرد. تولید lognrnd(a, b, n, ١) دستور توسط می توان
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همراه به مرتون پرش-انتشار مدل تحت سهام قیمت از شده شبیه سازي مسیر دو :10 - 3 شکل
پارمترهاي با لگ-نرمال پرش اندازه و چپ) سمت (شکل a = ٠٫۵ پارامتر با نمایی پرش اندازه
تلاطم پارامتر ،r = ٠٫٠۵ بهره نرخ پارامتر همچنین راست). سمت (شکل b = ٠٫٨ و a = ٠٫٢
نقاط تعداد و T = ١ سررسید زمان ،λ = ۵ پواسن فرایند شدت پارامتر ،σ = ٠٫١۵ بازار

شده اند. فرض n = ٣۶۵ گسسته سازي

رژیم-سوئیچینگ مدل توسط سهام قیمت شبیه سازي 4 - 2 - 3
از حالت هایی مجموعه با t لحظه در پنهان مارکف زنجیر Z(t) و سهام قیمت S(t) کنید فرض
تحت صورت این در .e٢ = (٠, ١) و e١ = (١, ٠) که به طوري باشد، {e١, e٢} یکه بردار هاي
می شود توصیف زیر صورت به سهام قیمت دینامیک هندسی، براونی حرکت رژیم-سوئیچینگ مدل

S(t) =

 S(١, t) باشد (1 رژیم (در e١ حالت در Z(t) اگر
S(٢, t) باشد (2 رژیم (در e٢ حالت در Z(t) اگر
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آن در که
dS(i, t) = riS(i, t)dt + σiS(i, t)dW (t), i = ١, ٢,

بعلاوه است. Z(t) پنهان مارکف زنجیر فرایند از مستقل و براونی حرکت W (t) که به طوري
و هستند تصادفی غیر بردار دو σ = (σ١, σ٢) ∈ R+ × R+ و r = (r١, r٢) ∈ R × R
قیمت دینامیک کلی، حالت در است. 2 و 1 رژیم هاي در بازار تلاطم و بهره نرح ترتیب به آن ها تعبیر

کرد بیان می توان زیر صورت به هندسی، براونی حرکت رژیم-سوئیچینگ مدل تحت را سهام

dS(t) = r(t)S(t)dt + σ(t)S(t)dW (t), t ∈ [٠, T ], (11 - 3)

Z(t) پنهان مارکف زنجیر به وابسته تلاطم و بهره نرخ پارامترهاي ترتیب به σ(t) و r(t) آن در که
است زیر صورت به ترتیب به آن ها تعریف که r(t)هستند، = ⟨r, Z(t)⟩ = ∑٢

i=١ ri⟨Z(t), ei⟩,
σ(t) = ⟨σ, Z(t)⟩ = ∑٢

i=١ σi⟨Z(t), ei⟩, σi > ٠.

را e٢ یا e١ مقادیر t لحظه در Z(t) فرایند پنهان، مارکف زنجیر تعریف اساس بر که کنید توجه
بگیرد. می تواند

δ := ti − ti−١ گام طول با [٠, T ] بازه از افراز یک {٠ = t٠ < . . . < tn = T} کنید فرض
براونی حرکت رژیم-سوئیچینگ مدل گسسته شده فرم اویلر، روش از استفاده با صورت این در باشد.

می شود بیان زیر رابطه توسط (11 - 3) هندسی

S(ti+١) = S(ti) + r(ti)S(ti)δ + σ(ti)S(ti−١)
√

δZi,

است. استاندارد نرمال توزیع از تصادفی نمونه یک Z١, . . . , Zn آن در که
و t٠ لحظه در زنجیر حالت که داریم نیاز رژیم-سوئیچینگ مدل تحت سهام قیمت شبیه سازي براي
تحت سهام قیمت شبیه سازي مسئله بنابراین باشد. معلوم t١, t٢, . . . , tn یعنی آن از پس لحظات

می کنیم. تقسیم زیر بخش دو به را هندسی براونی حرکت رژیم-سوئیچینگ مدل
دوجمله اي توزیع از لحظه اولین در زنجیر حالت کنید فرض :t٠ لحظه در سهام قیمت شبیه سازي •
1 پارامترهاي با دوجمله اي توزیع داراي k کنید فرض رویکرد، این پیاده سازي براي کند. پیروي
P که کنید فرض اینجا در باشد. آزمایش) بودن آمیز موفقیت (احتمال P و آزمایش ها) (تعداد
یک یا صفر k که است واضح صورت این در باشد. (1 (رژیم e١ حالت در زنجیر قرارگیري احتمال
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حالت در t٠ لحظه در زنجیر باشد، k = ٠ اگر بنابراین .Z(t٠) = k می دهیم قرار و بود خواهد
دارد. قرار (2 (رژیم e٢ حالت در زنجیر باشد k = ١ اگر و (1 (رژیم e١

زنجیر ،i = ١, ٢, . . . , n هر براي می دانیم :t٠ از پس لحظات در سهام قیمت شبیه سازي •
مدل ادبیات طبق .Z(ti) = e١ ∨ e٢ یعنی دارد، قرار e٢ یا e١ حالت در Z(ti) پنهان مارکف
قیمت گوییم کند، پرش ej حالت به ei حالت از Z(ti) پنهان مارکف زنجیر اگر رژیم-سوئیچینگ،
مارکف زنجیر که زمان هایی شبیه سازي براي است. شده سوئیچ j رژیم به i رژیم از ti لحظه در سهام
نمایی تصادفی متغیرهاي از کند، پرش  (i = ١, . . . , n) ti زمان هاي برخی در می تواند پنهان
قرار و کرده تولید λ شدت پارامتر با پواسن تصادفی متغیر ابتدا منظور این براي می گیریم. کمک
پرش هاي تعداد عنوان به را H ∈ {٠, ١, ٢, . . .} صورت این در .H ∼ Poisson(λ) می دهیم
پواسن، تصادفی متغیر می دانیم طرفی از می کنیم. تعبیر [٠, T ] زمانی بازه در پنهان مارکف زنجیر
پیشامد دو بین زمان که به طوري می دهد به دست را زمانی بازه یک روي بر تصادفی پیشامدهاي وقوع
براي بنابراین می کند. مشخص نمابی تصادفی متغیر را مارکف) زنجیر حالت تغییر اینجا (در متوالی
تولید [٠, T ] زمانی بازه در نمایی تصادفی متغیر H پنهان، مارکف زنجیر پرش زمان  هاي شبیه سازي
توزیع از که تصادفی اعداد این از یک هر واقع در می کنیم. مرتب صعودي صورت به را آن ها و کرده
یک در پنهان مارکف زنجیر که هستند زمانی مدت نشان دهنده می کنند، پیروي λ پارامتر با نمایی
کوچکتر نمایی، تصادفی عدد آخرین باید صورت این در که کنید توجه می ماند. باقی خاص حالت
عدد آخرین تا می کنیم تولید آنقدر را نمایی تصادفی متغیرهاي صورت، این غیر در باشد. T از اکید

باشد. T از اکید کوچکتر صعودي) صورت به اعداد شدن مرتب از (بعد نمایی تصادفی

با [٠, T ] بازه از افراز یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} کنید فرض .6 - 3 مثال
،T = ١ می دهیم قرار .ti = iδ ،i = ٠, ١, . . . , n هر براي که به طوري باشد، δ گام طول
λ = ۵ شدت پارمتر با H پواسن تصادفی متغیر کنید فرض همچنین .δ = ٠٫٠١ و n = ١٠٠
می دهد حالت تغییر پنهان مارکف زنجیر که زمان  هایی شبیه سازي براي صورت این در باشد. ۴ برابر
نمایی تصادفی متغیرهاي کنید فرض داریم. λ = ۵ پارمتر با نمایی تصادفی متغیر ۴ تولید به نیاز

باشند زیر صورت به شده اند مرتب صعودي صورت به که شده تولید

a١ = ٠٫١, a٢ = ٠٫١۵, a٣ = ٠٫٣, a۴ = ٠٫٣٢. (12 - 3)

می کشد طول زمان ٠٫١ دارد، قرار e١ حالت در t٠ لحظه در پنهان مارکف زنجیر اینکه فرض با آنگاه
قیمت دینامیک ،t = ٠٫١ تا t = ٠ لحظه از دیگر عبارتی به بماند. باقی حالت همین در زنجیر تا
حالت از و داده حالت تغییر زنجیر t = ٠٫١ لحظه در سپس می شود. توصیف 1 رژیم توسط سهام
باقی e٢ حالت در زنجیر تا می کشد طول زمان ٠٫١۵ صورت این در می  کند. پرش e٢ حالت به e١
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توصیف 2 رژیم توسط t = ٠٫٢۵ تا t = ٠٫١١ لحظه از سهام قمت دینامیک دیگر، بیان به بماند.
نحوه (11 - 3) شکل می گیرند. قرار ارزیابی مورد زنجیر حالات تغییر بقیه ترتیب، همین به می شود.
همچنین می دهد. نشان هندسی براونی حرکت رژیم-سوئیچینگ مدل در را رژیم ها شدن سوئیچ
با هندسی براونی حرکت رژیم-سوئیچینگ مدل تحت سهام قیمت شبیه سازي نحوه  زیر دستگاه در

است شده آورده (12 - 3) حالت تغییر زمان هاي

اول رژیم


S(t١) = S(t٠) + r١S(t٠)δ + σ١S(t٠)

√
δZ١,

...
S(t١٠) = S(t٩) + r١S(t٩)δ + σ١S(t٩)

√
δZ١٠,

دوم رژیم


S(t١١) = S(t١٠) + r٢S(t١٠)δ + σ٢S(t١٠)

√
δZ١١,

...
S(t٢۵) = S(t٢۴) + r٢S(t٢۴)δ + σ٢S(t٢۴)

√
δZ٢۵,

اول رژیم


S(t٢۶) = S(t٢۵) + r١S(t٢۵)δ + σ١S(t٢۵)

√
δZ٢۶,

...
S(t۵۵) = S(t۵۴) + r١S(t۵۴)δ + σ١S(t۵۴)

√
δZ۵۵,

دوم رژیم


S(t۵۶) = S(t۵۵) + r٢S(t۵۵)δ + σ٢S(t۵۵)

√
δZ۵۶,

...
S(t٨٧) = S(t٨۶) + r٢S(t٨۶)δ + σ٢S(t٨۶)

√
δZ٨٧,

اول رژیم


S(t٨٨) = S(t٨٧) + r١S(t٨٧)δ + σ١S(t٨٧)

√
δZ٨٨,

...
S(t١٠٠) = S(t٩٩) + r١S(t٩٩)δ + σ١S(t٩٩)

√
δZ١٠٠,

است. استاندارد نرمال توزیع از تصادفی نمونه Z١, Z٢, . . . , Z١٠٠ آن در که

حرکت رژیم-سوئیچینگ مدل تحت سهام قیمت از شده شبیه سازي مسیر دو ،(12 - 3) شکل در
،s = ١٠ صورت به پارامترها آن در که است شده ترسیم 9 . 3 الگوریتم اساس بر هندسی براونی
و ،λ = ۴ ،n = ۵٠٠ ،T = ١ ،σ٢ = ٠٫٨ ،σ١ = ٠٫٢ ،r٢ = ٠٫٠٢ ،r١ = ٠٫١
مدل هاي تحت سهام قیمت دینامیک در رژیم هر که آنجایی از شده اند. گرفته نظر در P = ٠٫٧۵
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2 رژیم و خوب“ ”اقتصاد یک معرف می تواند 1 رژیم دارد، اقتصادي معناي یک رژیم-سوئیچینگ
رژیم در می کنیم، مشاهده پارامترها مقداردهی در که همانطور باشد. بد“ ”اقتصاد یک معرف می تواند
یک نشان دهنده این که است 1 رژیم از کمتر ،2 رژیم در بهره نرخ و 1 رژیم از بیشتر بازار تلاطم ،2
داده هاي قبول قابل مقایسه براي حال این با است. 2 رژیم در بد اقتصاد یک و 1 رژیم در خوب اقتصاد
به را اقتصادي وضعیت رژیم کدام اینکه تعیین و بازار واقعی داده هاي با مدل توسط آمده به دست

است. بازار واقعی داده هاي از استفاده با مدل کردن کالیبره به نیاز می گیرد، نظر در خوبی

مثال در هندسی براونی حرکت رژیم-سوئیچینگ مدل رژیم  هاي شدن سوئیچ نحوه :11 - 3 شکل
.(6 - 3)
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براونی حرکت رژیم-سوئیچینگ مدل تحت سهام قیمت از شده شبیه سازي مسیر دو :12 - 3 شکل
هندسی.

هندسی براونی حرکت رژیم-سوئیچینگ مدل تحت سهام قیمت شبیه سازي :9 . 3 الگوریتم

.S(t٠) = s و dt = ti − ti−١ = T/n ،σ = (σ١, σ٢) ،r = (r١, r٢) بده قرار - 1
کن. تولید H = poissrnd(λ) دستور توسط را λ نرخ با H پواسن تصادفی متغیر - 2

تولید k = binornd(١, P) دستور توسط را P و ١ پارمترهاي با دوجمله اي تصادفی متغیر - 3
کن.

.Z(t٠) = e٢ بده قرار صورت این غیر در ،Z(t٠) = e١ آنگاه باشد k = ٠ اگر - 4
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توسط را شده اند مرتب صعودي طور به که λ پارامتر با نمایی هم از مستقل تصادفی متغیر H - 5
تولید باشد برقرار U(H) < T شرط زمانی که تا ،U = sort(exprnd(λ, ١, H)) دستور

کن.
قرار باشد، e١ حالت در Z(ti) ،U رژیم تغییر زمان  هاي اساس بر اگر ،i = ١, . . . , n هر براي - 6

.(r(ti), σ(ti)) = (r٢, σ٢) صورت، این غیر در .(r(ti), σ(ti)) = (r١, σ١) بده
را شده اند توزیع  هم از مستقل طور به که استاندارد نرمال تصادفی متغیرهاي از تایی n بردار یک - 7

کن. تولید Z = randn(١, n) دستور توسط
کن شبیه سازي زیر صورت به را سهام قیمت ،i = ١, . . . , n هر براي - 8

S(ti) = S(ti−١) + r(ti−١)S(ti−١)dt + σ(ti−١)S(ti−١)
√

dtZ(i).

سوم فصل تمرینات 3 - 3
بگیرید نظر در را زیر تصادفی دیفرانسیل معادله - 1

dX(t) = f(X(t))dt + g(X(t))dW (t), t ∈ [٠, T ], (13 - 3)

روش هاي از دیگر یکی میلشتین1 گسسته سازي هستند. مشتق پذیر تابع دو g و f آن در که
معادله گسسته شده فرم آن از استفاده با که است تصادفی دیفرانسیل معادلات براي گسسته سازي

می شود بیان زیر صورت به (13 - 3) تصادفی دیفرانسیل

X(ti) = X(ti−١) + f(X(ti−١))∆ + g(X(ti−١))∆iW

+ ١
٢g(X(ti−١))g′(X(ti−١))((∆iW )٢ − ∆i),

گام طول با [٠, T ] بازه از افراز یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} آن در که
W (t) براونی حرکت نموهاي i = ١, . . . , n هر براي ∆iW همچنین است. ∆ := ti − ti−١

است.
معادلات از یک هر جواب براي الگوریتم یک میلشتین و اویلر گسسته سازي روش هاي از استفاده با

دهید ارائه زیر تصادفی دیفرانسیل
.dX(t) = ٢X(t)dt +

√
X(t)dW (t) الف)

1Milstein
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.dX(t) = eX(t)dt + sin(X(t))dW (t) ب)

در باشد. t لحظه در کالا نقدي قیمت S(t) کنید فرض کالا) نقدي قیمت (شبیه سازي - 2
زیر دیفرانسیل معادله توسط کالا نقدي قیمت دینامیک میانگین، به بازگشت مدل تحت صورت این

می شود توصیف

dS(t) = κ(r − δ − ln S(t))S(t)dt + σS(t)dW (t), S(٠) > ٠, (14 - 3)

قیمت تلاطم σ و آیدي نرخ δ ریسک، بدون بهره نرخ r میانگین، به بازگشت سرعت κ آن در که
گسسته سازي را (14 - 3) تصادفی دیفرانسیل معادله میلشتین روش از استفاده با ابتدا است. نقدي
مدل سازي (14 - 3) دینامیک تحت را کالا نقدي قیمت شبیه سازي، الگوریتم یک توسط سپس و کرده

کنید.

که باشد کالا نقدي قیمت S(t) کنید فرض کالا) آتی قراردادهاي قیمت (شبیه سازي - 3
می کند. پیروي (14 - 3) تصادفی مدل از (Ω, F ,P) احتمال فضاي روي آن دینامیک

می گیرند قرار معامله مورد همواره آتی) پیمان  هاي (یا آتی قراردادهاي کالا، و انرژي بازارهاي در الف)
قرارداد ارزش می شود. حاصل نقدي قیمت از می کند پیروي تصادفی مدل یک از که آن ها ارزش و
FT (t) := E[S(t) | F(t)] شرطی ریاضی امید توسط ،T سررسید زمان با t لحظه در کالا آتی

کنید ثابت ایتو لم از استفاده با می آید. به دست

dFT (t) = FT (t)e−κ(T −t)σdW (t), FT (٠) := f > ٠. (15 - 3)

کنید. شبیه سازي را کالا آتی قرارداد ارزش اویلر گسسته سازي روش از استفاده با همچنین
به وابسته که دارد اشاره تصادفی مدل از تلاطمی به موضعی تلاطم مالی، ریاضیات ادبیات در ب)
بیان زیر صورت به (15 - 3) کالا آتی قرارداد قیمت مدل از موضعی تلاطم نسخه است. دارایی ارزش

می شود

dFT (t) = FT (t)e−κ(T −t)σ(t, FT (t))dW (t), FT (٠) := f > ٠, (16 - 3)

روش از استفاده با .σ(t, FT (t)) = σF γ
T (t)

√√√√١ − e−٢κ(T −t)

٢κ(T − t)
،γ ∈ (٠, ١) براي آن در که

و کرده شبیه سازي (16 - 3) موضعی تلاطم مدل تحت را کالا آتی قرارداد ارزش اویلر گسسته سازي
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کنید. مقایسه (15 - 3) مدل توسط آمده به دست شبیه سازي نتایج با را شده حاصل نتایج

قیمت S(t) کنید فرض دو-عامله) تصادفی مدل توسط کالا نقدي قیمت (شبیه سازي - 4
زیر صورت به Y (t) و X(t) تصادفی مؤلفه دو نمایی تابع توسط که باشد t لحظه در کالا نقدي

است شده تشکیل
S(t) = eX(t)+Y (t)

dX(t) = −κX(t)dt + σdW١(t), X(٠) = x

dY (t) = µdt + ξdW٢(t), Y (٠) = y

(17 - 3)

است. تعادل قیمت سطح بیانگر Y (t) و کوتاه مدت در قیمت تغییرات نشان دهنده X(t) آن در که
تلاطم هاي و میانگین به بازگشت ضرایب ترتیب به ξ و σ ،µ ،κ مثبت ثابت پارامترهاي همچنین
حرکت دو نیز W٢(t) و W١(t) هستند. تعادل قیمت فرایند و قیمت کوتاه مدت تغییرات فرایند

هستند. ρ همبستگی ضریب با براونی
دهید. ارائه (17 - 3) دینامیک تحت کالا نقدي قیمت مدل سازي براي شبیه سازي الگوریتم یک الف)

دهید نشان ب)
E[ln S(t)] = e−κtx + y + µt,

V [ln S(t)] = (١ − e−٢κt) σ٢

٢κ
+ ξ٢t + ١)٢ − e−κt)ρξσ

κ
.

این در باشد. t لحظه در نفت نقدي قیمت S(t) کنید فرض نفت) نقدي قیمت (شبیه سازي - 5
می شود بیان زیر صورت به نفت نقدي قیمت براي عامله دو دینامیک صورت


dS(t) = (Z(t) − X(t))S(t)dt + σS(t)dW١(t),
dX(t) = −κX(t)dt + ξdW٢(t),
dZ(t) = θ(λ − Z(t))dt + ηdW٣(t),

(18 - 3)

W٣(t) و W١(t) ،W١(t) همچنین هستند. مثبت ثابت پارامترهاي η و λ ،θ ،ξ ،κ ،σ آن در که
،ρ١٢ برابر W٢(t) و W١(t) همبستگی ضریب که به طوري هستند همبسته براونی حرکت سه
ρ٢٣ برابر W٣(t) و W٢(t) همبستگی ضریب و ρ١٣ برابر W٣(t) و W١(t) همبستگی ضریب

است.
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الگوریتم، یک ارائه با سپس و کرده گسسته سازي را (18 - 3) دستگاه اویلر، روش از استفاده با ابتدا
کنید. شبیه سازي (18 - 3) دینامیک تحت را نفت نقدي قیمت

S(t) کنید فرض رژیم-سوئیچینگ) مدل توسط الکتریسیته نقدي قیمت (شبیه سازي - 6
صورت به حالته دو رژیم-سوئیچینگ مدل تحت S(t) صورت این در باشد. الکتریسیته نقدي قیمت

می شود توصیف زیر

dS(t) = (α(Z(t)) − β(Z(t))S(t))dt + σ(Z(t))|S(t)|γ(Z(t))dW (t),
(19 - 3)

حالته دو پنهان مارکف زنجیر به وابسته γ و σ ،β ،α پارامترهاي و براونی حرکت W (t) آن در که
هستند. Z(t)

ارائه با سپس و کرده گسسته سازي را (19 - 3) تصادفی دیفرانسیل معادله اویلر روش از استفاده با ابتدا
کنید. شبیه سازي (19 - 3) دینامیک تحت را الکتریسیته نقدي قیمت الگوریتم، یک

{S(t)}t∈[٠,T ] کنید فرض سه-عامله) مدل توسط الکتریسیته نقدي قیمت (شبیه سازي - 7
(الف) است: شده تشکیل مؤلفه سه این نمایی تابع صورت به که باشد الکتریسیته نقدي قیمت فرایند
رانش براونی حرکت فرایند (ب) می شود، شناخته فصلی تابع عنوان به که f قطعی و متناوب تابع
در موجود پیک هاي که Y پرش فرایند (ج) و می گیرد نظر در را متعادل قیمت هاي که X شده
معادلات توسط الکتریسیته نقدي قیمت ساختار، این تحت می کند. لحاظ را الکتریسیته نقدي قیمت 

می شود توصیف زیر تصادفی دیفرانسیل


S(t) = f(t)eX(t)+Y (t)

f(t) = a + bt + c sin
(٢π(t−d)

٣۶۵
)

dX(t) = αdt + σdW (t)
dY (t) = −βY (t−) + J(t)dN(t)

(20 - 3)

با پواسن فرایند N := {N(t)}t∈[٠,T ] براونی، حرکت W := {W (t)}t∈[٠,T ] آن در که
پارامترهاي σ ،α همچنین می کند. پیروي لگ-نرمال توزیع از که است پرش اندازه J و λ شدت
هستند، مستقل J و N ،W اینکه فرض با هستند. ثابت پارامترهاي d و c ،b ،a و مثبت ثابت
کنید. مدل سازي (20 - 3) دینامیک تحت را الکتریسیته نقدي قیمت شبیه سازي، الگوریتم یک اساس بر
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{S(t)}t∈[٠,T ] کنید فرض پرش) عامل به مجهز هستون مدل توسط سهام قیمت (شبیه سازي - 8
S(t) صورت این در باشند. تلاطم فرایند و سهام قیمت فرایند بیانگر ترتیب به {V (t)}t∈[٠,T ] و

می شود بیان زیر صورت به هستون-پرش مدل تحت


dS(t)
S(t)

= (r − λm)dt +
√

V (t)dW١(t) + (eJ − ١)dN(t)

dV (t) = κ(θ − V (t))dt + σ
√

V (t)dW٢(t)
(21 - 3)

با براونی حرکت فرایند دو W٢ := {W٢(t)}t∈[٠,T ] و W١ := {W١(t)}t∈[٠,T ] آن در که
پرش اندازه J و λ شدت با پواسن فرایند N := {N(t)}t∈[٠,T ] هستند. ρ همبستگی ضریب
اندازه اینکه فرض با .m = E[eJ − ١] یعنی است، پرش فراوانی میانگین m همچنین است.
تحت را سهام قیمت هستند، مستقل J و N ،W٢ ،W١ فرایندهاي و است نمایی توزیع داراي پرش

کنید. شبیه سازي الگوریتم یک ارائه با (21 - 3) دینامیک





4 فصل

اختیار قیمت شبیه سازي
محاسبه براي کارآمد روش یک مونت- کارلو شبیه سازي روش شد، اشاره اول فصل در که همان طور
نمی توان را آن ها دقیق جواب که است ریاضی امید محاسبه مانند مسائلی و پیچیده انتگرال هاي
می شود، مشخص آن بازده تابع ریاضی امید اساس بر اختیار هر ارزش که آنجایی از آورد. به دست
روش از استفاده گرفت. به کار اختیار قیمت گذاري براي می توان را مونت- کارلو شبیه سازي روش هاي
آورد به دست نمی توان را آن ها دقیق جواب که اختیاراتی براي خصوص به مونت- کارلو شبیه  سازي
آن بسته فرم که است اختیارات این از یکی حسابی آسیایی اختیارات باشد. سودمند بسیار می تواند

ندارد. وجود
افراز طول با [٠, T ] بازه از افراز یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} کنید فرض
زیر ریاضی امید ارزیابی با حسابی آسیایی اختیار ارزش صورت این در باشد. δ := ti − ti−١

می آید به دست

E[e−rT max(١
n

n∑
i=١

S(ti) − K, ٠)], i = ١, . . . , n, (1 - 4)

در سهام قیمت S(ti) و توافقی قیمت K سررسید، زمان T ریسک، بدون بهره نرخ r آن در که
می شود هدایت زیر هندسی براونی حرکت مدل گسسته شده فرم توسط که است ti لحظه

S(ti) = S(ti−١) + rS(ti−١)δ + σS(ti−١)
√

δZi, (2 - 4)

نرمال تصادفی متغیرهاي از دنباله اي Z١, Z٢, . . . , Zn و بازار تلاطم σ > ٠ که به طوري
واریانس و S(ti−١) + rS(ti−١)δ میانگین با نرمال توزیع داراي S(ti) بنابراین است. استاندارد
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می کند بیان را تصادفی متغیر یک نرمال، تصادفی متغیرهاي مجموع طرفی از است. σ٢S٢(ti−١)δ
اختیار ارزش آوردن به دست براي (1 - 4) ریاضی امید جواب بنابراین است. نامعلوم آن توزیع تابع که

بود. خواهد ناممکن دقیق صورت به حسابی آسیایی
قیمت گذاري در مونت- کارلو شبیه سازي روش اهمیت خصوص در شده بیان مطالب به توجه با
اروپایی اختیارات ارزش ،(2 - 4) گسسته شده هندسی براونی حرکت مدل تحت فصل این در اختیارات،
کارایی افزایش براي همچنین می آوریم. به دست مونت- کارلو شبیه سازي روش از استفاده با را آسیایی و
تعمیم یافته متضاد متغیرهاي متضاد، متغیرهاي واریانس کاهش تکنیک هاي شبیه سازي، از روش این

می دهیم. قرار مطالعه مورد اختیارات از نوع این قیمت گذاري براي را کنترلی متغیر و

اختیار قیمت گذاري در مونت- کارلو شبیه سازي روش 1 - 4
آسیایی و اروپایی اختیارات قیمت گذاري به مونت- کارلو شبیه سازي روش از استفاده با بخش این در
یا خرید نوع از اختیارات قیمت گذاري نحوه بحث، این به پرداختن از قبل می پردازیم. خرید نوع از
اختیار قیمت گذاري فصل این تمام در که است لازم نکته این ذکر می دهیم. ارائه کلی طور به را فروش
Q و بازار اطلاعات F نمونه اي، فضاي Ω آن در که می شود انجام (Ω, F ,Q) احتمال فضاي روي

است. خنثی ریسک احتمال اندازه

یا خرید حق که فردي و اختیار) (فروشنده واگذارکننده فرد بین است قراردادي اختیار .1 - 4 تعریف
دارنده به که است مشتقه ورق نوعی اختیار واقع در دارد. را اختیار) (خریدار شده تعهد دارایی فروش
توافقی قیمت با سررسید) (زمان آینده از مشخص زمان در را خاص دارایی فروش یا خرید حق آن
تعهد دارایی خرید به اقدام دارد خود نزد که اختیاري اساس بر فرد که صورتی در می دهد. مشخص
فروش اختیار آن به کند دارایی این فروش به اقدام که صورتی در و خرید اختیار آن به کند شده
همچنین باشد. [٠, T ] بازه از افراز یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} کنید فرض گویند.
بازه در که باشند معاملاتی روز n + ١ در سهام قیمت هاي S(t٠), S(t١), . . . S(tn) کنید فرض
توافقی، قیمت K سررسید، زمان T اینکه فرض با صورت این در شده اند. گزارش [٠, T ] زمانی
خنثی ریسک احتمال اندازه تحت ریاضی امید E و اندازه پذیر تابع یک g ریسک، بدون بهره نرخ r

می شوند بیان زیر صورت به کلی حالت در ترتیب به فروش و خرید اختیارات قیمت باشد،

E
[
e−rT max

(
g(S(t٠), S(t١), . . . , S(tn)) − K, ٠)],

E
[
e−rT max

(
K − g(S(t٠), S(t١), . . . , S(tn)), ٠)].
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یاد اختیار بازده تابع عنوان به آن از مالی ریاضی در که g تابع می کنیم، بیان بعدي بخش هاي در
روابط توسط ترتیب به هندسی آسیایی و حسابی آسیایی اروپایی، نوع از خرید اختیارات براي می شود،

می شوند بیان زیر

g(S(t٠), S(t١), . . . , S(tn)) = S(tn) = S(T ),

g(S(t٠), S(t١), . . . , S(tn)) = ١
n

n∑
i=١

S(ti),

g(S(t٠), S(t١), . . . , S(tn)) =
( n∏

i=١
S(ti)

) ١
n .

اروپایی اختیار قیمت گذاري 1 - 1 - 4
و ریسک بدون بهره نرخ r > ٠ ،T > ٠ سررسید زمان در سهام قیمت S(T ) فرض کنید
صورت به ،t = ٠ زمان در اروپایی خرید اختیار قیمت صورت این در باشد. توافقی قیمت K > ٠

می آید به دست زیر

C(r, T, K) = e−rTE[max(S(T ) − K, ٠)]. (3 - 4)

افراز یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} و مونت- کارلو شبیه سازي تعداد M کنید فرض
قیمت هاي Sj(t٠), Sj(t١), . . . , Sj(tn) کنید فرض باشد. δ > ٠ گام طول با [٠, T ] بازه از
هندسی براونی حرکت تصادفی مدل توسط که باشد، [٠, T ] زمانی بازه در ام j مسیر با متناظر سهام
و j = ١, . . . , M هر براي اویلر گسسته سازي روش از استفاده با صورت این در می شود. هدایت

داریم ،i = ١, . . . , n

Sj(ti) = Sj(ti−١) + rSj(ti−١)δ + σSj(ti−١)
√

δZij, Sj(t٠) = s > ٠,

(4 - 4)

نشان را بازار تلاطم و ریسک بدون بهره نرخ ترتیب به که هستند ثابتی مقادیر σ و r آن در که
نرمال توزیع از تصادفی نمونه یک j = ١, . . . , M هر براي Z١j, . . . , Znj همچنین می دهند.
روش از استفاده با اروپایی خرید اختیار ارزش برآورد ،tn = T اینکه به توجه با است. استاندارد

می آید به دست زیر صورت به مونت- کارلو شبیه سازي

CMC(r, T, K) = e−rT

M

M∑
j=١

[max(Sj(tn) − K, ٠)]. (5 - 4)
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مونت- کارلو شبیه سازي روش اساس بر را اروپایی خرید اختیار قیمت محاسبه نحوه (1 - 4) شکل
مشاهده شکل این از که همان طور می دهد. نشان سهام قیمت از مسیر M پیاده سازي طریق از
از (١ ≤ j ≤ M) ام j مسیر با متناظر اروپایی خرید اختیار تنزیل یافته بازده ابتدا می شود،
بازده هاي میانگین سپس می شود. محاسبه e−rT max(Sj(T ) − K, ٠) صورت به سهام قیمت

می شود. گرفته نظر در اروپایی خرید اختیار قیمت عنوان به تنزیل یافته

سهام. مختلف مسیرهاي نمایش با اروپایی خرید اختیار قیمت گذاري :1 - 4 شکل

مونت- کارلو شبیه سازي روش از استفاده با اروپایی خرید اختیار قیمت گذاري :1 . 4 الگوریتم

.S(١, :) = s و S = zeros(n, M) ،dt = ti+١ − ti = T
n

بده قرار - 1
بده. انجام را 6 تا 3 دستورات j = ١, . . . , M براي - 2

بده. انجام را 5 تا 4 دستورات i = ٢, . . . , n براي - 3
کن. تولید Z = randn دستور توسط را Z استاندارد نرمال تصادفی متغیر - 4

زیر صورت به ti لحظه در هندسی براونی حرکت مدل تحت را ام j مسیر با متناظر سهام قیمت - 5
کن شبیه سازي

S(i, j) = S(i − ١, j) + S(i − ١, j) ∗ r ∗ dt + S(i − ١, j) ∗ σ ∗ sqrt(dt) ∗ Z.

زیر دستور توسط را سهام قیمت از ام j مسیر با متناظر اروپایی خرید اختیار تنزیل یافته بازده - 6
کن محاسبه
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pay(j) = exp(−r ∗ T ) ∗ max(S(n, j) − K, ٠).

دستور توسط اختیار این تنزیل یافته بازده میانگین عنوان به را اروپایی خرید اختیار قیمت - 7
کن. چاپ mean(pay)

سطر به مربوط درایه هاي که به طوري است، شده تولید n×M ماتریس یک الگوریتم، 1 خط ⊙در
ماتریس این از ستون هر که دارید توجه است. ثابت) مقدار (یک سهام اولیه قیمت ماتریس این اول
واقع در می شود. محاسبه 5 گام اساس بر که است گسسته نقطه n با سهام قیمت از مسیر یک بیانگر
می شود. گرفته نظر در اختیار قیمت برآورد براي مونت- کارلو شبیه سازي  تعداد عنوان به M مقدار

آسیایی اختیار قیمت گذاري 2 - 1 - 4

قراردادهاي قیمت میانگین روي شده صادر اختیارهاي قیمت گذاري براي 1987 سال در آسیایی اختیار
میانگین ها، تعریف نحوه به توجه با شد. معرفی توکیو تراست1 بانک داري دفتر توسط خام نفت
هندسی میانگین و آسیایی حسابی میانگین کرد: تقسیم دسته دو به می توان را آسیایی اختیارهاي
این هندسی میانگین می شود، توزیع نرمال صورت به سهام قیمت لگاریتم که آنجایی از آسیایی.
آسیایی اختیار ارزش براي بسته فرم یک می توان درنتیجه است. نرمال توزیع داراي نیز قیمت ها
تصادفی متغیر چند جمع که آنجایی از آسیایی حسابی، اختیارهاي براي آورد. به دست  هندسی
این با آورد. به دست براي آن بسته فرم یک نمی توان نمی کند، پیروي توزیعی هیچ از لگ-نرمال
از یکی نمود. محاسبه تقریبی صورت به را آن مقدار می توان عددي الگوریتم هاي از استفاده با حال
مزیت است. مونت- کارلو شبیه سازي روش آسیایی حسابی، اختیار قیمت برآورد براي مناسب روش هاي
شبیه سازي ها، تعداد افزایش با که است این مونت- کارلو شبیه سازي بر مبتنی الگوریتم هاي از استفاده

می شود. حاصل آسیایی حسابی اختیار قیمت  براي بهتري تقریب هاي
گام طول با [٠, T ] بازه ي از افراز یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} کنید فرض
با هندسی آسیایی و آسیایی حسابی خرید اختیارات تنزیل یافته بازده صورت این در باشد. δ > ٠

1Trust
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می شوند گرفته نظر در زیر صورت به ترتیب به T سررسید زمان و K توافقی قیمت

e−rT max
(١

n

n∑
i=١

S(ti) − K, ٠),
e−rT max

(( n∏
i=١

S(ti)
)١/n

− K, ٠).
را r بهره نرخ با هندسی آسیایی و آسیایی حسابی اختیارات قیمت ،(1 - 4) تعریف به توجه با بنابراین

کرد محاسبه می توان زیر صورت به ترتیب به

CA(r, T, K) = e−rTE
[

max
(١

n

n∑
i=١

S(ti) − K, ٠)],
CG(r, T, K) = e−rTE

[
max

(( n∏
i=١

S(ti)
)١/n

− K, ٠)].
آسیایی و آسیایی حسابی اختیارات قیمت ،(4 - 4) گسسته شده هندسی براونی حرکت مدل تحت

کرد برآورد می توان زیر صورت به مونت- کارلو شبیه سازي روش از استفاده با را هندسی

CA−MC(r, T, K) = e−rT

M

M∑
j=١

[
max

(١
n

n∑
i=١

Sj(ti) − K, ٠)], (6 - 4)

CG−MC(r, T, K) = e−rT

M

M∑
j=١

[
max

(( n∏
i=١

Sj(ti)
)١/n

− K, ٠)]. (7 - 4)

مونت- شبیه سازي روش با هندسی آسیایی و حسابی آسیایی  اختیارات قیمت گذاري :2 . 4 الگوریتم
 کارلو

.S(١, :) = s و S = zeros(n, M) ،dt = ti+١ − ti = T
n

بده قرار - 1
بده. انجام را 6 تا 3 دستورات j = ١, . . . , M براي - 2

بده. انجام را 5 تا 4 دستورات i = ٢, . . . , n براي - 3
کن. تولید Z = randn دستور توسط را Z استاندارد نرمال تصادفی متغیر - 4

زیر صورت به ti لحظه در هندسی براونی حرکت مدل تحت را ام j مسیر با متناظر سهام قیمت - 5
کن شبیه سازي

S(i, j) = S(i − ١, j) + S(i − ١, j) ∗ r ∗ dt + S(i − ١, j) ∗ σ ∗ sqrt(dt) ∗ Z.
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ترتیب به را سهام قیمت از ام j مسیر با متناظر حسابی و هندسی آسیایی اختیار تنزیل یافته بازده - 6
کن محاسبه زیر دستورات توسط

pay_g(j) = exp(−r ∗ T ) ∗ max((prod(S(:, j))) ∧ (١/n) − K, ٠),
pay_a(j) = exp(−r ∗ T ) ∗ max(mean(S(:, j)) − K, ٠).

این تنزیل یافته بازده میانگین عنوان به را حسابی آسیایی و هندسی آسیایی اختیارات قیمت - 7
کن. چاپ mean(pay_a) و mean(pay_g) دستورات توسط ترتیب به اختیارات

توسط که آسیایی حسابی و آسیایی هندسی اروپایی، خرید اختیارات ارزش (1 - 4) جدول در
همچنین جدول این در کنیم. مشاهده می توانیم را آمده اند به دست مونت- کارلو شبیه سازي روش
ادامه در و اینجا در است. شده آورده اختیار هر قیمت به مربوط مونت- کارلو برآوردگر معیار انحراف
برآورد پارامترهاي همان شده اند گرفته نظر در اختیارات قیمت ارزیابی براي که پارامترهایی فصل این
هستند 2022 اوت 10 تا 2021 اوت 20 از مایکروسافت شرکت سهام قیمت داده هاي اساس بر شده

شدند برآورد زیر صورت به سوم فصل در که

r = −٠٫٠٣٠۶, σ = ٠٫٠٨٩٧,

T = ١, s = ٣٠۴٫٣۶, K = ٣٠٠, n = ۵٠, M = ۵٠٠٠.

با آسیایی هندسی و آسیایی حسابی اروپایی، خرید اختیارات قیمت و معیار انحراف :1 - 4 جدول
مونت- کارلو. شبیه سازي روش از استفاده

Option type Value Standard deviation
European 8.7701 15.0581
Geometric Asian 6.2977 9.5505
Arithmetic Asian 6.3847 9.6559

اختیار قیمت گذاري در واریانس کاهش روش هاي 2 - 4
واریانس کاهش روش  هاي پیاده سازي طریق از مونت- کارلو شبیه سازي روش از استفاده با بخش این در
خرید اختیارات قیمت گذاري به کنترلی متغیر و تعمیم یافته متضاد متغیرهاي متضاد، منغیرهاي

می پردازیم. هندسی براونی حرکت مدل تحت هندسی آسیایی و حسابی آسیایی اروپایی،
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متضاد متغیرهاي روش با اختیار قیمت گذاري 1 - 2 - 4

واریانس کاهش روش هاي از یکی متضاد متغیرهاي روش کردیم، مطالعه اول فصل در که همان طور
پیاده سازي مونت- کارلو شبیه سازي روش از تکرار جفت بین منفی همبستگی ایجاد طریق از که است
متغیرهاي از تایی n بردار جفت M تولید و متضاد متغیرهاي روش از استفاده با بخش این در می شود.
جفت M پیاده سازي به است منفی آن ها دوبه دوي همبستگی ضریب که استاندارد نرمال تصادفی
سهام قیمت از شده تولید تصادفی مسیر ٢M از استفاده می پردازیم. سهام قیمت از تصادفی مسیر
می شود باعث است، منفی مونت- کارلو شبیه سازي از تکرار هر در آن ها دوبه دوي همبستگی ضریب که

یابد. کاهش اختیار قیمت گذاري به مربوط برآوردگر واریانس

است. یک منفی مسیر، جفت هر همبستگی ضریب که سهام قیمت از مسیر جفت M :2 - 4 شکل
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منفی برابر آن ها از جفت هر همبستگی که سهام قیمت از مسیر جفت M ،(2 - 4) شکل در
Z استاندارد نرمال تصادفی متغیر که است آن روش این اصلی کلید است. شده داده نشان است یک
آن با متناظر جفت براي می شود، گرفته به کار ti لحظه در سهام قیمت از مسیر یک تولید براي که
به توجه با می گیرد. قرار استفاده مورد −Z استاندارد نرمال تصادفی متغیر ،ti لحظه در نیز مسیر
ti لحظه در سهام قیمت از مسیر جفت هر همبستگی است، یک منفی −Z و Z همبستگی اینکه
متضاد، متغیرهاي روش از استفاده با و ایده این از استفاده با بخش این در بود. خواهد یک منفی نیز

می دهیم. ارائه را یک هر به مربوط الگوریتم و کرده قیمت گذاري را آسیایی و اروپایی اختیارات

متضاد متغیرهاي روش با اروپایی اختیار قیمت گذاري 1 - 1 - 2 - 4
صورت این در .Corr[Z, −Z] = −١ آنگاه باشد، استاندارد نرمال تصادفی متغیر Z اگر می دانیم
مدل تحت اویلر گسسته سازي روش از استفاده با ،i = ١, . . . , n و j = ١, . . . , M هر براي

نوشت می توان هندسی براونی (ti)S١حرکت = S١(ti−١) + rS١(ti−١)δ + σS١(ti−١)
√

δZi١,
S̄١(ti) = S̄١(ti−١) + rS̄١(ti−١)δ − σS̄١(ti−١)

√
δZi١,S٢(ti) = S٢(ti−١) + rS٢(ti−١)δ + σS٢(ti−١)

√
δZi٢,

S̄٢(ti) = S̄٢(ti−١) + rS̄٢(ti−١)δ − σS̄٢(ti−١)
√

δZi٢,
...SM(ti) = SM(ti−١) + rSM(ti−١)δ + σSM(ti−١)

√
δZiM ,

S̄M(ti) = S̄M(ti−١) + rS̄M(ti−١)δ − σS̄M(ti−١)
√

δZiM ,

(8 - 4)

نرمال تصادفی متغیرهاي از تصادفی نمونه ،j = ١, . . . , M هر براي Z١j, . . . , Znj آن در که
می دهیم قرار ،j = ١, . . . , M هر براي است. استاندارد

Sj = (Sj(t٠), Sj(t١) . . . , Sj(tn)), S̄j = (S̄j(t٠), S̄j(t١), . . . , S̄j(tn)).

که کنید توجه است. یک منفی برابر S̄j و Sj توسط شده تولید مسیرهاي همبستگی صورت این در
می شوند. تولید هم از مستقل Sj′ و Sj مسیرهاي ،j ̸= j′ ∈ {١, . . . , M} هر براي

ریاضی امید کردیم، مطالعه را آن اول فصل در که متضاد متغیرهاي روش به توجه با بنابراین
می توانیم t = ٠ لحظه در اروپایی خرید اختیار قیمت عنوان به را e−rTE[max(S(T )−K, ٠)]
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کنیم برآورد زیر صورت به

CAV (r, T, K) = e−rT

٢M

M∑
j=١

[max(Sj(tn) − K, ٠) + max(S̄j(tn) − K, ٠)].

(9 - 4)

و نااریب برآوردگر یک CAV (r, T, K) برآوردگر اول، فصل در (1 - 1) قضیه به بنا که کنید توجه
اروپایی خرید اختیار قیمت گذاري براي مونت- کارلو برآوردگر واریانس از کوچکتر همواره آن واریانس

.V [CAV (r, T, K)] < V [CMC(r, T, K)] دیگر عبارتی به است.

متضاد متغیرهاي روش از استفاده با اروپایی خرید اختیار قیمت گذاري :3 . 4 الگوریتم

.X = S و S(1, :) = s ،S = zeros(n, M) ،dt = ti+١ − ti = T
n

بده قرار - 1
بده. انجام را 6 تا 3 دستورات j = ١, . . . , M براي - 2

بده. انجام را 5 تا 4 دستورات i = ٢, . . . , n براي - 3
کن. تولید Z = randn دستور توسط را Z استاندارد نرمال تصادفی متغیر - 4

حرکت مدل تحت را ام j مسیر با متناظر منفی)، (همبستگی همبسته سهام قیمت جفت یک - 5
کن شبیه سازي زیر صورت به ti لحظه در هندسی براونی

S(i, j) = S(i − ١, j) + S(i − ١, j) ∗ r ∗ dt

+ S(i − ١, j) ∗ σ ∗ sqrt(dt) ∗ Z,

X(i, j) = X(i − ١, j) + X(i − ١, j) ∗ r ∗ dt

− X(i − ١, j) ∗ σ ∗ sqrt(dt) ∗ Z.

دستور توسط را سهام قیمت از ام j مسیر جفت با متناظر اروپایی خرید اختیار تنزیل یافته بازده - 6
کن محاسبه زیر

pay(j) = ٠٫۵ ∗ exp(−r ∗ T ) ∗ ( max(S(n, j) − K, ٠)
+ max(X(n, j) − K, ٠)).

دستور توسط اختیار این تنزیل یافته بازده میانگین عنوان به را اروپایی خرید اختیار قیمت - 7
کن. چاپ mean(pay)
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متضاد متغیرهاي روش با آسیایی اختیار قیمت گذاري 2 - 1 - 2 - 4
از تصادفی مسیر جفت M تولید و متضاد متغیرهاي روش از استفاده با می خواهیم بخش این در
و آسیایی حسابی اختیار قیمت به مربوط برآوردگر واریانس ،(8 - 4) دستگاه اساس بر سهام قیمت
،j = ١, . . . , M و i = ١, . . . , n هر براي که حقیقت این به توجه با دهیم. کاهش را هندسی
M اساس بر دارند، منفی همبستگی (8 - 4) دستگاه در (Sj(ti), S̄j(ti)) تصادفی متغیرهاي جفت

برسانیم. سرانجام به زیر صورت به را هدف این می توانیم مونت- کارلو شبیه سازي
یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} و مونت- کارلو شبیه سازي تعداد M کنید فرض
آسیایی و آسیایی حسابی اختیارات قیمت می دانیم باشد. δ > ٠ گام طول با [٠, T ] بازه ي از افراز
توسط ترتیب به می توانند r بهره نرخ و K توافقی قیمت ،T سررسید زمان با t = ٠ لحظه در هندسی
E
[
e−rT max

(
(∏n

i=١ S(ti))١/n − و E
[
e−rT max

( ١
n

∑n
i=١ S(ti)−K, روابط[(٠

آسیایی اختیارات قیمت برآورد متضاد، متغیرهاي روش از استفاده با بنابراین شوند. محاسبه K, ٠)]
آوریم به دست می توانیم زیر صورت به ترتیب به را هندسی آسیایی و  حسابی

CA−AV (r, T, K) = e−rT

٢M

M∑
j=١

[
max

(١
n

n∑
i=١

Sj(ti) − K, ٠)+
max

(١
n

n∑
i=١

S̄j(ti) − K, ٠)], (10 - 4)

CG−AV (r, T, K) = e−rT

٢M

M∑
j=١

[
max

(( n∏
i=١

Sj(ti)
)١/n

− K, ٠)+
max

(( n∏
i=١

S̄j(ti)
)١/n

− K, ٠)]. (11 - 4)

و هستند نااریب (11 - 4) و (10 - 4) برآوردگر هاي اول، فصل در (1 - 1) قضیه به بنا که کنید توجه
است. مونت- کارلو برآوردگر توسط شده حاصل واریانس از کوچکتر آن ها واریانس

متضاد متغیرهاي روش با هندسی آسیایی و آسیایی حسابی اختیارات قیمت گذاري :4 . 4 الگوریتم

.X = S و S(١, :) = s ،S = zeros(n, M) ،dt = ti+١ − ti = T
n

بده قرار - 1
بده. انجام را 6 تا 3 دستورات j = ١, . . . , M براي - 2

بده. انجام را 5 تا 4 دستورات i = ٢, . . . , n براي - 3
کن. تولید Z = randn دستور توسط را Z استاندارد نرمال تصادفی متغیر - 4
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حرکت مدل تحت را ام j مسیر با متناظر منفی)، (همبستگی همبسته سهام قیمت جفت یک - 5
کن شبیه سازي زیر صورت به ti لحظه در هندسی براونی

S(i, j) = S(i − ١, j) + S(i − ١, j) ∗ r ∗ dt

+ S(i − ١, j) ∗ σ ∗ sqrt(dt) ∗ Z,

X(i, j) = X(i − ١, j) + X(i − ١, j) ∗ r ∗ dt

− X(i − ١, j) ∗ σ ∗ sqrt(dt) ∗ Z.

به را سهام قیمت از ام j جفت با متناظر حسابی و هندسی آسیایی اختیارات تنزیل یافته بازده - 6
کن محاسبه زیر دستورات توسط ترتیب

pay_g(j) = ٠٫۵ ∗ exp(−r ∗ T ) ∗ (max((prod(S(:, j))) ∧ (١/n) − K, ٠)
+ max((prod(X(:, j))) ∧ (١/n) − K, ٠)),

pay_a(j) = ٠٫۵ ∗ exp(−r ∗ T ) ∗ (max(mean(S(:, j)) − K, ٠, )
+ max(mean(X(:, j)) − K, ٠)).

این تنزیل یافته بازده میانگین عنوان به را حسابی آسیایی و هندسی آسیایی اختیارات قیمت - 7
کن. چاپ mean(pay_a) و mean(pay_g) دستورات توسط ترتیب به اختیارات

اروپایی، خرید اختیارات از آمده به دست (Value) قیمت و (STD) معیار انحراف :2 - 4 جدول
متضاد متغیرهاي و (MC) مونت- کارلو شبیه سازي روش توسط آسیایی هندسی و آسیایی حسابی

.(AV)

Option type Value STD
AV MC AV MC

European 8.7493 8.7701 8.8021 15.0581
Geometric Asian 6.1166 6.2977 4.9714 9.5505
Arithmetic Asian 6.2015 6.3847 5.0185 9.6559

روش توسط آسیایی حسابی و آسیایی هندسی اروپایی، خرید اختیارات قیمت (2 - 4) جدول در
می کنیم، مشاهده جدول این از که همان طور است. شده گزارش متضاد متغیرهاي و مونت- کارلو
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معیار انحراف به نسبت اختیار انواع براي متضاد متغیرهاي برآوردگر واریانس) (جذر معیار انحراف
مونت- شبیه سازي روش آماري خطاي که می دانیم طرفی از است. یافته کاهش مونت- کارلو برآوردگر
مونت- روش شبیه سازي هاي تعداد M و برآوردگر معیار انحراف σ آن در که است، σ√

M
برابر  کارلو

به را بالاتري محاسباتی هزینه که شبیه سازي ها تعداد افزایش جاي به بنابراین می کند. بیان را  کارلو
شدن کم باعث که را متضاد متغیرهاي روش شبیه سازي، تکرار تعداد همان با می توانیم دارد، دنبال

بگیریم. به کار می شود، شبیه  سازي خطاي

تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش با اختیار قیمت گذاري 2 - 2 - 4

هر براي آن در که است واریانس کاهش روش هاي از دیگر یکی تعمیم  یافته متضاد متغیرهاي روش
می گیریم. نظر در را منفی همبستگی ضریب با تصادفی متغیر d مونت- کارلو، شبیه سازي از تکرار
بیشتري واریانس کاهش متضاد)، متغیرهاي (تعداد d افزایش با شد، ثابت اول فصل در که همان طور
M × d تولید و تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش از استفاده با بخش این در داشت. خواهیم
ضریب مونت- کارلو، شبیه سازي از تکرار هر در که استاندارد نرمال تصادفی متغیرهاي از تایی n بردار
می پردازیم. سهام قیمت از تصادفی مسیر M × d پیاده سازي به است، منفی آن ها تاي d همبستگی
روش در است. متضاد متغیرهاي روش از کلی تري حالت تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش واقع در
تولید منفی همبستگی ضریب با مسیر دو مونت- کارلو شبیه سازي از تکرار هر در متضاد متغیرهاي
شبیه سازي از تکرار هر در واحد d به را مقدار این تعمیم  یافته متضاد متغیرهاي روش در اما می کنیم
که سهام قیمت از شده تولید تصادفی مسیر M × d از استفاده می دهیم. افزایش مونت- کارلو
واریانس کاهش به منجر است، منفی مونت- کارلو شبیه سازي از تکرار هر در آن ها تاي d همبستگی
همبستگی که سهام قیمت از مسیر M × d ،(3 - 4) شکل در می شود. اختیار قیمت گذاري برآوردگر
کلید است. شده داده نشان است، منفی مونت- کارلو شبیه سازي از تکرار هر در آن ها از مسیر d

قیمت از مسیر یک تولید براي که Z١ استاندارد نرمال تصادفی متغیر که است آن روش این اصلی
نرمال تصادفی متغیرهاي نیز بعدي مسیر d − ١ براي می شود، گرفته به کار ti لحظه در سهام
این همبستگی ضریب که به طوري دهیم، قرار استفاده مورد ti لحظه در را Z٢, . . . , Zd استاندارد
استاندارد نرمال تصادفی متغیرهاي اینکه به توجه با صورت این در است. منفی تصادفی متغیرهاي
براي سهام قیمت d همبستگی ضریب هستند، منفی همبستگی ضریب داراي دو به دو Z١, . . . , Zd

استفاده با بخش این در بود. خواهد منفی ti لحظه در مونت- کارلو شبیه سازي از مشخص تکرار یک
قیمت گذاري را آسیایی و اروپایی اختیارات تعمیم یافته، متضاد متغیرهاي روش توسط و ایده این از

می دهیم. ارائه را مربوطه الگوریتم هاي و کرده
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دارند. منفی همبستگی مسیرها d تمام پنجره هر در که سهام قیمت از مسیر M × d :3 - 4 شکل

یافته تعمیم  متضاد متغیرهاي روش با اروپایی اختیار قیمت گذاري 1 - 2 - 2 - 4

بازه ي از افراز یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} و شبیه سازي تعداد M کنید فرض
i = ١, . . . , n و j = ١, . . . , M هر براي صورت این در باشد. δ > ٠ گام طول با [٠, T ]
از مسیر d × M می توان هندسی براونی حرکت مدل تحت اویلر گسسته سازي روش از استفاده با
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کرد تولید زیر صورت به سهام قیمت

S١١(ti) = S١١(ti−١) + rS١١(ti−١)δ + σS١١(ti−١)
√

δZ
(١١)
i ,

S٢١(ti) = S٢١(ti−١) + rS٢١(ti−١)δ + σS٢١(ti−١)
√

δZ
(٢١)
i ,

...
Sdj(ti) = Sdj(ti−١) + rSdj(ti−١)δ + σSdj(ti−١)

√
δZ

(d١)
i ,

S١٢(ti) = S١٢(ti−١) + rS١٢(ti−١)δ + σS١٢(ti−١)
√

δZ
(١٢)
i ,

S٢٢(ti) = S٢٢(ti−١) + rS٢٢(ti−١)δ + σS٢٢(ti−١)
√

δZ
(٢٢)
i ,

...
Sd٢(ti) = Sd٢(ti−١) + rSd٢(ti−١)δ + σSd٢(ti−١)

√
δZ

(d٢)
i ,

...

S١M(ti) = S١M(ti−١) + rS١M(ti−١)δ + σS١M(ti−١)
√

δZ
(١M)
i ,

S٢M(ti) = S٢M(ti−١) + rS٢M(ti−١)δ + σS٢M(ti−١)
√

δZ
(٢M)
i ,

...
SdM(ti) = SKM(ti−١) + rSdM(ti−١)δ + σSdM(ti−١)

√
δZ

(dM)
i ,

(12 - 4)

متغیرهاي از دنباله اي Z
(hj)
١ , . . . , Z(hj)

n ،j = ١, . . . , M و h = ١, . . . , d هر براي آن در که
می کنند صدق زیر شرایط در که است استاندارد نرمال تصادفی

Cov[Z(hj)
i , Z

(hj)
ℓ ] = ٠, i ̸= ℓ ∈ {١, . . . , n}, h ∈ {١, . . . , d}, j ∈ {١, . . . , M}

Cov[Z(hj)
i , Z

(ℓj)
i ] < ٠, i ∈ {١, . . . , n}, h ̸= ℓ ∈ {١, . . . , d}, j ∈ {١, . . . , M}

Cov[Z(hj)
i , Z

(ℓk)
i ] = ٠, i ∈ {١, . . . , n}, h, ℓ ∈ {١, . . . , d}, k ̸= j ∈ {١, . . . , M}

.Shj = (Shj(t٠), . . . , Shj(tn)) می دهیم قرار ،j = ١, . . . , M و h = ١, . . . , d براي
Shj توسط شده تولید مسیرهاي همبستگی ،h ̸= h′ ∈ {١, . . . , d} هر براي صورت این در
Shj′ و Shj مسیرهاي ،j ̸= j′ ∈ {١, . . . , M} هر براي که کنید توجه است. منفی Sh′j و

می شوند. تولید هم از مستقل
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کردیم، مطالعه را آن اول فصل در که تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش به توجه با بنابراین
بود خواهد زیر صورت به t = ٠ لحظه در اروپایی خرید اختیار قیمت برآورد

CdAV (r, T, K) = e−rT

dM

M∑
j=١

d∑
h=١

[max(Shj(tn) − K, ٠)]. (13 - 4)

شده حاصل متضاد متغیر d اساس بر که CdAV (r, T, K) برآوردگر اول، فصل (2 - 1) قضیه به بنا
برآوردگري توسط آمده به دست واریانس از کوچکتر همواره آن واریانس و نااریب برآوردگر یک است،
V [CdAV (r, T, K)] < داریم همواره دیگر عبارت به می شود. حاصل متضاد مسیر d−١ از که است
تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش d = ١ براي که است ذکر شایان .V [C(d−١)AV (r, T, K)]

می شود. تبدیل متضاد متغیرهاي روش به d = ٢ براي و استاندارد مونت- کارلو روش به

تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش توسط اروپایی خرید اختیار قیمت گذاري :5 . 4 الگوریتم

بده. انجام را 8 تا 2 دستورات j = ١, . . . , M براي - 1
.S(1, :) = s و S = zeros(n, d) ،dt = ti+١ − ti = T

n
بده قرار - 2

کن تولید چنان را Z نام به استاندارد نرمال تصادفی متغیرهاي از (n − ١) × d ماتریس یک - 3
باشیم، داشته h, h′ = ١, . . . , d(h ̸= h′) و i, i′ = ١, . . . , n − ١(i ̸= i′) هر براي که

.Cov[Z(i′, h), Z(i, h)] = ٠ و Cov[Z(i, h), Z(i, h′)] < ٠
بده. انجام را 7 تا 5 دستورات h = ١, . . . , d براي - 4

بده. انجام را 6 دستور i = ٢, . . . , n براي - 5
زیر صورت به ti لحظه در هندسی براونی حرکت مدل تحت را ام h مسیر با متناظر سهام قیمت - 6

کن شبیه سازي
S(i, h) = S(i − ١, h) + S(i − ١, h) ∗ r ∗ dt

+ S(i − ١, h) ∗ σ ∗ sqrt(dt) ∗ Z(i, h).

زیر دستور توسط را سهام قیمت از ام k مسیر با متناظر اروپایی خرید اختیار تنزیل یافته بازده - 7
کن محاسبه

pay_d(h) = exp(−r ∗ T ) ∗ max(S(n, h) − K, ٠).

.pay(j) = mean(pay_d) بده قرار - 8
کن. چاپ mean(pay) دستور توسط را اروپایی خرید اختیار قیمت - 9
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تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش با آسیایی اختیار قیمت گذاري 2 - 2 - 2 - 4
مسیر M × d تولید و تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش از استفاده با می خواهیم بخش این در
آسیایی اختیارات قیمت به مربوط برآوردگر واریانس ،(12 - 4) دستگاه اساس بر سهام قیمت از تصادفی
i ∈ {١, . . . , n} هر براي که حقیقت این به توجه با دهیم. کاهش را هندسی آسیایی و  حسابی
همبستگی (12 - 4) دستگاه در S١j(ti), . . . , Sdj(ti) تصادفی متغیر d ،j ∈ {١, . . . , M} و
سرانجام به زیر صورت به را هدف این می توانیم مونت- کارلو شبیه سازي M ×d اساس بر دارند، منفی

برسانیم.
یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} و مونت- کارلو شبیه سازي تعداد M کنید فرض
آسیایی و آسیایی حسابی اختیارات قیمت می دانیم باشد. δ > ٠ گام طول با [٠, T ] بازه ي از افراز
امید توسط راست به چپ از ترتیب به می توانند ،T سررسید زمان با و t = ٠ لحظه در هندسی

شوند محاسبه زیر ریاضی هاي

e−rTE
[

max
(١

n

n∑
i=١

S(ti) − K, ٠)], e−rTE
[

max
(
(

n∏
i=١

S(ti))١/n − K, ٠)].
لحظه در را اختیارات این قیمت برآورد تعمیم یافته، متضاد متغیرهاي روش از استفاده با بنابراین

آورد به دست می توان زیر صورت به ترتیب به ،t = ٠

CA−dAV (r, T, K) = e−rT

dM

M∑
j=١

d∑
h=١

[
max

{١
n

n∑
i=١

Shj(ti) − K, ٠
}]

, (14 - 4)

CG−dAV (r, T, K) = e−rT

dM

M∑
j=١

d∑
h=١

[
max

{( n∏
i=١

Shj(ti)
)١/n

− K, ٠
}]

.

(15 - 4)

آن ها واریانس و نااریب (15 - 4) و (14 - 4) برآوردگر هاي اول، فصل (2 - 1) قضیه به بنا که کنید توجه
حاصل متضاد مسیر d − ١ از که است برآوردیابی توسط آمده به دست واریانس از کوچکتر همواره

داریم دیگر عبارتی به می شود،

V [CA−dAV (r, T, K)] < V [CA−(d−١)AV (r, T, K)],
V [CG−dAV (r, T, K)] < V [CG−(d−١)AV (r, T, K)].



مالی140 بازارهاي شبیه سازي و مدل سازي

اروپایی، خرید اختیارات از آمده به دست (Value) قیمت و (STD) معیار انحراف :3 - 4 جدول
متضاد متغیرهاي ،(MC) مونت- کارلو شبیه سازي روش توسط آسیایی هندسی و آسیایی حسابی

.d = ۴٨ با (dAV) تعمیم یافته متضاد متغیرهاي و (AV)

Option type Value STD
dAV AV MC dAV AV MC

European 8.6414 8.7493 8.7701 1.7997 8.8021 15.0581
Geometric Asian 6.1321 6.1166 6.2977 1.0894 4.9714 9.5505
Arithmetic Asian 6.2180 6.2015 6.3847 1.1007 5.0185 9.6559

مختلف مقادیر با تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش توسط آسیایی حسابی اختیار ارزش :4 - 4 شکل
.d

مقادیر با تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش توسط آسیایی حسابی اختیار ارزش (4 - 4) شکل در
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برآوردگر تلاطم ،d افزایش با است مشخص شکل این از که همان طور است. شده گزاررش d مختلف
واریانس می یابد، افزایش d زمانی که دیگر عبارتی به می شود. کم تعمیم یافته متضاد متغیرهاي
می دهد نشان این و می یابد کاهش شبیه سازي ها تعداد اساس بر تعمیم یافته متضاد متغیرهاي برآوردگر
آسیایی اختیار دقیق (قیمت میانگین خط حول آسیایی حسابی اختیار قیمت پراکندگی ،d افزایش با
برآوردگر معیار انحراف است مشخص (3 - 4) جدول و شکل این از که همان طور می شود. کم حسابی)
چشمگیري طور به ،(d) سهام قیمت از متضاد مسیرهاي تعداد افزایش با تعمیم یافته متضاد متغیرهاي
استاندارد متضاد متغیرهاي و مونت- کارلو برآوردگر هاي معیار انحراف به نسبت اختیارت انواع براي

می یابد. کاهش

تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش از استفاده با آسیایی اختیار قیمت گذاري :6 . 4 الگوریتم

بده. انجام را 7 تا 2 دستورات j = ١, . . . , M براي - 1
.S(1, :) = s و S = zeros(n, d) ،dt = ti+١ − ti = T

n
بده قرار - 2

کن تولید چنان را Z نام به استاندارد نرمال تصادفی متغیرهاي از (n − ١) × d ماتریس یک - 3
باشیم، داشته h, h′ = ١, . . . , d(h ̸= h′) و i, i′ = ١, . . . , n − ١(i ̸= i′) هر براي که

.Cov[Z(i′, h), Z(i, h)] = ٠ و Cov[Z(i, h), Z(i, h′)] < ٠
بده. انجام را 7 تا 5 دستورات h = ١, . . . , d براي - 4

براي ti لحظه در هندسی براونی حرکت مدل تحت را ام h مسیر با متناظر سهام قیمت - 5
کن شبیه سازي زیر صورت به i = ٢, . . . , n

S(i, h) = S(i − ١, h) + S(i − ١, h) ∗ r ∗ dt

+ S(i − ١, h) ∗ σ ∗ sqrt(dt) ∗ Z(i, h).

سهام قیمت از ام k مسیر با متناظر حسابی آسیایی و هندسی آسیایی اختیارات تنزیل یافته بازده - 6
کن محاسبه زیر دستورات توسط ترتیب به را

pay_g_d(h) = exp(−r ∗ T ) ∗ (max((prod(S(:, h))) ∧ (١/n) − K, ٠)),
pay_a_d(h) = exp(−r ∗ T ) ∗ (max(mean(S(:, h)) − K, ٠, )).

 .pay_a(j) = mean(pay_a_d) و pay_g(j) = mean(pay_g_d) بده قرار - 7
و mean(pay_g) دستورات توسط ترتیب به را حسابی و هندسی آسیایی اختیارات قیمت - 8

کن. چاپ mean(pay_a)
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کنترلی متغیر روش با اختیار قیمت گذاري 3 - 2 - 4
مسئله یک ریاضی امید برآورد براي که است واریانس کاهش روش هاي از یکی کنترلی متغیر روش
می گیرد. بهره معلوم ریاضی امید مقدار با کنترلی متغیر عنوان تحت تصادفی متغیر یک از خاص،
نظر مورد مسئله برآورد با که بیابیم، مشخص انتظار مورد مقدار با تصادفی متغیر چنین بتوانیم اگر
در دهیم. کاهش را خود برآوردگر واریانس می توانیم آن وسیله به آنگاه دارد، قبولی قابل همبستگی
الگوریتم و پرداخته آسیایی و اروپایی اختیارات قیمت گذاري به روش این از استفاده با بخش این

می کنیم. بیان را یک هر به مربوط

کنترلی متغیر روش با اروپایی اختیار قیمت گذاري 1 - 3 - 2 - 4
است اروپایی خرید اختیار قیمت به مربوط که e−rTE[max(S(T ) − K, ٠)] مقدار می خواهیم
یک اول فصل در 3 - 2 - 1 بخش اساس بر کار این انجام براي کنیم. برآورد کنترلی متغیر روش با را
اختیار تنزیل یافته بازده X آن در که می گیریم، نظر در X + c(Y − µY ) صورت به برآودگر
ریاضی امید مقدار که کنید توجه است. X = e−rT max(S(T ) − K, ٠) یعنی اروپایی، خرید
µY و Y همچنین می شود. گرفته نظر در اروپایی خرید اختیار قیمت عنوان به X تصادفی متغیر
تنزیل یافته بازده عنوان به را Y بخش این در است. آن انتظار مورد مقدار و کنترلی متغیر ترتیب به
هندسی آسیایی اختیار ارزش عنوان به آن صریح جواب که می گیریم نظر در هندسی آسیایی اختیار
فصل در (16 - 1) رابطه به توجه با که است مقداري نیز c پارامتر می آید. به دست (1 - 4) قضیه توسط
هندسی براونی حرکت مدل تحت ادامه در می شود. محاسبه Cov[X, Y ]/V [Y ] صورت به اول،

می پردازیم. کنترلی متغیر روش از استفاده با اروپایی خرید اختیار قیمت  گذاري به
بازه از افراز یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} و شبیه سازي تعداد M کنید فرض
با ،i = ١, . . . , n و j = ١, . . . , M هر براي صورت این در باشد. δ > ٠ گام طول با [٠, T ]

نوشت می توان هندسی براونی حرکت مدل تحت اویلر گسسته سازي روش از استفاده

Sj(ti) = Sj(ti−١) + rSj(ti−١)δ + σSj(ti−١)
√

δZij, σ > ٠, (16 - 4)

استاندارد نرمال تصادفی متغیرهاي از دنباله اي j = ١, . . . , M هر براي Z١j, . . . , Znj آن در که
برآورد ،tn = T اینکه به توجه با صورت این در شده اند. توزیع هم از مستقل صورت به که است

می آید به دست زیر صورت به کنترلی متغیر روش از استفاده با اروپایی خرید اختیار قیمت

CCV (r, T, K) = e−rT

M

M∑
j=١

[max(Sj(tn) − K, ٠) − c(Θj − µgeo)]. (17 - 4)
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نظر در آسیایی هندسی اختیار بازده را آن اینجا در که است، کنترلی متغیر یک Θj فوق، رابطه در
داریم صورت این در می گیریم.

Θj = max
[( n∏

i=١
Sj(ti)

)١/n
− K, ٠].

(1 - 4) قضیه از استفاده با آن بسته فرم که است آسیایی هندسی اختیار بازده انتظار مورد مقدار µgeo

می آید به دست زیر صورت به c ثابت همچنین می شود. محاسبه

c =
Cov

[
max

(
S(tn) − K, ٠), max

(
(∏n

i=١ S(ti))١/n − K, ٠)]
V
[

max
(
(∏n

i=١ S(ti))١/n − K, ٠)] .

استفاده با را آن ها برآورد آورد، به دست نمی توان را بالا کسر مخرج و صورت دقیق جواب که آنجایی از
می آوریم به دست زیر صورت به مونت- کارلو شبیه سازي روش از

Cov
[

max
(
S(tn) − K, ٠), max

(
(

n∏
i=١

S(ti))١/n − K, ٠)]

≈ ١
M

M∑
j=١

[
max

(
Sj(tn) − K, ٠)× max

(
(

n∏
i=١

Sj(ti))١/n − K, ٠)]

−
[ ١
M

M∑
j=١

max
(
Sj(tn) − K, ٠)]×

[ ١
M

M∑
j=١

max
(
(

n∏
i=١

Sj(ti))١/n − K, ٠)],
(18 - 4)

همچنین و

V
[

max
(
(

n∏
i=١

S(ti))١/n − K, ٠)]

≈ ١
M

M∑
j=١

(
max

(
(

n∏
i=١

Sj(ti))١/n − K, ٢((٠

−
( ١

M

M∑
j=١

max
(
(

n∏
i=١

Sj(ti))١/n − K, ٢((٠
. (19 - 4)
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همواره آن واریانس و نااریب برآوردگر یک CCV (r, T, K) برآوردگر اول، فصل (3 - 1) قضیه به بنا
اروپایی خرید اختیار قیمت گذاري براي مونت- کارلو برآوردگر توسط آمده به دست واریانس از کوچکتر
.V [CCV (r, T, K)] < V [CMC(r, T, K)] داریم همواره دیگر عبارتی به است، (5 - 4) رابطه در

و r بهره نرخ ،T سررسید زمان با ٠ ≤ t ≤ T لحظه در سهام قیمت S(t) اگر .1 - 4 قضیه
حرکت مدل تحت t = ٠ لحظه در آسیایی هندسی اختیار ارزش صورت این در باشد، σ تلاطم

است زیر صورت به (16 - 4) هندسی براونی

µgeo = S(٠)e−rT +r∗T ∗N (d+) − e−rT KN (d−), (20 - 4)

و T ∗ = ١
n

∑n
i=١ ti توافقی، قیمت K آن در که

d− = ١
σ∗

√
T ∗

[
log S(٠)

K
+ (r∗ − ١

٢σ∗٢)T ∗
]
, d+ = d− + σ∗

√
T ∗,

σ∗ = σ

n٢T ∗

n∑
i=١

(٢i − ١)tn+١−i, r∗ = r − ١
٢(σ٢ − σ∗٢).

است. استاندارد نرمال تجمعی توزیع تابع N (x) := ٢√١π

∫ x
−∞ e− ١

٢ y٢
dy همچنین

زیر صورت به هندسی براونی حرکت مدل تحت ،t لحظه در سهام قیمت اینکه به توجه با اثبات.
می شود بیان

S(t) = S(٠) exp{(r − ١
٢σ٢)t + σW (t)},

داریم

( n∏
i=١

S(ti)
)١/n

= S(٠) exp
{(

r − ١
٢σ٢)(∑n

i=١ ti

n

)
+ σ

n

n∑
i=١

W (ti)
}
.

داد نشان می توان راحتی به استقرا از استفاده با طرفی از

n∑
i=١

W (ti) ∼ N
(٠,

n∑
i=١

(٢i − ١)tn+١−i

)
.
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بنابراین

( n∏
i=١

S(ti)
)١/n

= S(٠) exp
{(

r − ١
٢σ٢)T ∗ + σ∗W (T ∗)

}
, (21 - 4)

آن در که

T ∗ = ١
n

n∑
i=١

ti, σ∗ = σ

n

√∑n
i=٢)١i − ١)tn+١−i

T ∗ .

زیر هندسی براونی حرکت مدل صورت به را (21 - 4) عبارت بلک-شولز، فرمول از استفاده براي
می نویسیم

( n∏
i=١

S(ti)
)١/n

= S(٠) exp
{(

r − ١
٢σ٢ + ١

٢σ∗٢ − ١
٢σ∗٢)T ∗ + σ∗W (T ∗)

}
= S(٠) exp

{(
r∗ − ١

٢σ∗٢)T ∗ + σ∗W (T ∗)
}
,

.r∗ = r − ١
٢σ٢ + ١

٢σ∗٢ آن در که
حاصل نتیجه (5 - 2) بلک-شولز قضیه در T جاي به T ∗ و σ جاي به σ∗ ،r جاي به r∗ جایگذاري با

می شود.

کنترلی متغیر روش از استفاده با اروپایی خرید اختیار قیمت گذاري :7 . 4 الگوریتم

،ts = t(n : −١ : ١) ،t = [dt : dt : T ] ،dt = ti − ti−١ = T
n

بده قرار - 1
.I = [١ : ١ : n] و S(١, :) = s ،S = zeros(n, M)

بده. انجام را 6 تا 3 دستورات j = ١, . . . , M براي - 2
بده. انجام را 5 تا 4 دستورات i = ٢, . . . , n براي - 3

کن. تولید Z = randn دستور توسط را Z استاندارد نرمال تصادفی متغیر - 4
زیر صورت به ti لحظه در هندسی براونی حرکت مدل تحت را ام j مسیر با متناظر سهام قیمت - 5

کن شبیه سازي

S(i, j) = S(i − ١, j) + r ∗ S(i − ١, j) ∗ dt + σ ∗ S(i − ١, j) ∗ sqrt(dt) ∗ Z.



مالی146 بازارهاي شبیه سازي و مدل سازي

کن محاسبه زیر صورت به ترتیب به را هندسی آسیایی و اروپایی خرید اختیارات تنزیل یافته بازده - 6

pay(j) = exp(−r ∗ T ) ∗ max(S(n, j) − K, ٠),
pay_g(j) = exp(−r ∗ T ) ∗ max((prod(S(:, j))) ∧ (١/n) − K, ٠).

بده قرار - 7

c = mean(pay. ∗ pay_g) − mean(pay) ∗ mean(pay_g)
mean(pay_g ∧ ٢) − (mean(pay_g)) ∧ ٢ ,

T s = mean(t),

γ = σ

n ∧ ٢ ∗ Ts
∗ sum((٢ ∗ I − ١). ∗ ts), R = r − ١

٢(σ ∧ ٢ − γ ∧ ٢),

d١ = ١
γ

√
Ts

∗
(

log s

K
+ (R − ١

٢γ ∧ ٢) ∗ Ts
)

,

d٢ = d١ + γ ∗
√

Ts.

کن محاسبه زیر صورت به را هندسی آسیایی اختیار دقیق قیمت - 8

V = exp(−r ∗ T ) ∗ (exp(R ∗ Ts) ∗ s ∗ normcdf(d٢) − K ∗ normcdf(d١)).

کن. چاپ mean(pay − c ∗ (pay_g − V )) دستور توسط را اروپایی خرید اختیار قیمت - 9

کنترلی متغیر روش با آسیایی اختیار قیمت گذاري 2 - 3 - 2 - 4
e−rTE[max(∑n

i=١ S(ti) − K, ٠)] مقدار کنترلی، متغیر روش از استفاده با بخش این در
برآودگر یک کار این انجام براي می  کنیم. برآورد را است حسابی آسیایی اختیار قیمت به مربوط که
آسیایی اختیار تنزیل یافته بازده X آن در که بگیرید، نظر در X + c(Y − µY ) صورت به
ریاضی امید مقدار و X = e−rT max( ١

n

∑n
i=١ S(ti) − K, ٠) دیگر عبارت به است. حسابی

نوع از اختیار قیمت  گذاري براي می شود. گرفته نظر در حسابی آسیایی اختیار قیمت عنوان به آن
مقدار و هندسی آسیایی اختیار تنزیل یافته بازده عنوان به ترتیب به را µgeo و Y حسابی، آسیایی
توسط هندسی آسیایی اختیار ارزش عنوان به µgeo دقیق جواب بگیرید. نظر در آن انتظار مورد
به اول، فصل در (16 - 1) رابطه به توجه با آن مقدار که است ثابتی c می آید. به دست (1 - 4) قضیه
تحت ادامه در شده، بیان مطالب به توجه با حال می شود. محاسبه Cov[X, Y ]/V [Y ] صورت
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کنترلی متغیر روش از استفاده با حسابی آسیایی اختیار قیمت  گذاري به هندسی براونی حرکت مدل
می پردازیم.

بازه ي از افراز یک {٠ = t٠ < t١ < . . . < tn = T} و شبیه سازي تعداد M کنید فرض
با i = ١, . . . , n و j = ١, . . . , M هر براي صورت این در باشد. δ > ٠ گام طول با [٠, T ]

داریم هندسی براونی حرکت مدل تحت اویلر گسسته سازي روش از استفاده

Sj(ti) = Sj(ti−١) + rSj(ti−١)δ + σSj(ti−١)
√

δZij, σ > ٠,

استاندارد نرمال تصادفی متغیرهاي از دنباله اي Z١j, . . . , Znj ،j = ١, . . . , M هر براي آن در که
کنترلی، متغیر روش از استفاده با صورت این در شده اند. توزیع هم از مستقل صورت به که است

آورد به دست می توان زیر صورت به را آسیایی حسابی اختیار قیمت

CA−CV (r, T, K) = e−rT

M

M∑
j=١

[max(١
n

n∑
i=١

Sj(ti) − K, ٠) − c(Θj − µgeo)],

می گیریم. نظر در آسیایی هندسی اختیار بازده را آن اینجا در و است کنترلی متغیر Θj آن در که
توسط آن بسته فرم که است آسیایی هندسی اختیار تنزیل یافته بازده انتظار مورد مقدار نیز µgeo

می شود محاسبه زیر صورت به c ثابت همچنین می آید. به دست (1 - 4) قضیه

c =
Cov

[
max

( ١
n

∑n
i=١ S(ti) − K, ٠), max

(
(∏n

i=١ S(ti))١/n − K, ٠)]
V
[

max
(
(∏n

i=١ S(ti))١/n − K, ٠)] .

صورت به را آن مخرج و صورت برآورد نمود، محاسبه نمی توان صریح طور به را بالا کسر که آنجایی از
می آوریم به دست زیر

V
[

max
(
S(tn) − K, ٠)] ≈ ١

M

M∑
j=١

(
max

(
Sj(tn) − K, ٢((٠

−
( ١

M

M∑
j=١

max
(
Sj(tn) − K, ٢((٠

,
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و

Cov
[

max
(١

n

n∑
i=١

S(ti) − K, ٠), max
(
(

n∏
i=١

S(tn))١/n − K, ٠)]

≈ ١
M

M∑
j=١

[
max

(١
n

n∑
i=١

Sj(ti) − K, ٠)× max
(
(

n∏
i=١

Sj(ti))١/n − K, ٠)]

−
[ ١
M

M∑
j=١

max
(١

n

n∑
i=١

Sj(ti) − K, ٠)]

×
[ ١
M

M∑
j=١

max
(
(

n∏
i=١

Sj(ti))١/n − K, ٠)].
آن واریانس و نااریب CA−CV (r, T, K) برآوردگر اول، فصل (3 - 1) قضیه به بنا که کنید توجه
آسیایی اختیار قیمت گذاري براي مونت- کارلو برآوردگر توسط آمده به دست واریانس از کوچکتر همواره

داریم دیگر عبارتی به است. (7 - 4) رابطه در حسابی

V [CA−CV (r, T, K)] < V [CA−MC(r, T, K)].

کنترلی متغیر روش از استفاده با آسیایی اختیار قیمت گذاري :8 . 4 الگوریتم

.S(١, :) = s ،S = zeros(n, M) ،dt = ti − ti−١ = T
n

بده قرار - - 1
بده. انجام را 6 تا 3 دستورات j = ١, . . . , M براي - 2

بده. انجام را 5 تا 4 دستورات i = ٢, . . . , n براي - 3
کن. تولید Z = randn دستور توسط را Z استاندارد نرمال تصادفی متغیر - 4

زیر صورت به ti لحظه در هندسی براونی حرکت مدل تحت را ام j مسیر با متناظر سهام قیمت - 5
کن شبیه سازي

S(i, j) = S(i − ١, j) + r ∗ S(i − ١, j) ∗ dt + σ ∗ S(i − ١, j) ∗ sqrt(dt) ∗ Z.

کن محاسبه زیر صورت به را حسابی آسیایی اختیار تنزیل یافته بازده - 6

pay_a(j) = exp(−r ∗ T ) ∗ max(mean(S(:, j)) − K, ٠).
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کن. محاسبه هندسی آسیایی اختیار دقیق قیمت عنوان به را V ،7 . 4 الگوریتم از 8 گام اساس بر - 7
بده قرار - 8

c = mean(pay_a. ∗ pay_g) − mean(pay_a) ∗ mean(pay_g)
mean(pay_g ∧ ٢) − (mean(pay_g)) ∧ ٢ .

چاپ mean(pay_a − c ∗ (pay_g − V )) دستور توسط را اروپایی خرید اختیار قیمت - 9
کن.

و اروپایی خرید اختیارات از آمده به دست (Value) قیمت و (STD) معیار انحراف :4 - 4 جدول
متغیرهاي ،(AV) متضاد متغیرهاي ،(MC) مونت- کارلو شبیه سازي روش توسط آسیایی حسابی

.(CV) کنترلی متغیر و d = ۵٠٢۴ با (dAV) تعمیم یافته متضاد

Option type Value STD
CV dAV AV MC CV dAV AV MC

European 8.49 8.62 8.74 8.77 8.25 0.16 8.80 15.05
Arithmetic Asian 6.05 6.20 6.20 6.38 0.15 0.10 5.01 9.65

چهارم فصل تمرینات 3 - 4
تحت را سهام قیمت باشد. تلاطم فرایند {V (t)} و سهام قیمت فرایند {S(t)} کنید فرض - 1

بگیرید نظر در زیر صورت به هستون مدل dS(t) = rS(t)dt + S(t)
√

V (t)dW١(t)
dV (t) = κ(θ − V (t))dt + σ

√
V (t)dW٢(t)

بهره نرخ r بعلاوه هستند. ρ همبستگی ضریب با براونی حرکت دو W٢(t) و W١(t) آن در که
به بازگشت سطح میانگین، به بازگشت سرعت بیانگر ترتیب به σ و θ ،κ مثبت ثابت پارامترهاي و

هستند. تلاطم براي تلاطم و میانگین
تعمیم یافته متضاد متغیرهاي روش اساس بر حسابی آسیایی اختیار قیمت گذاري براي الگوریتم یک الف)

بنویسید.
ارائه مناسب کنترلی متغیر یک ابتدا هستون مدل تحت حسابی آسیایی اختیار قیمت گذاري براي ب)



مالی150 بازارهاي شبیه سازي و مدل سازي

بنویسید. کنترلی متغیر روش اساس بر را اختیار این قیمت گذاري به مربوط الگوریتم سپس و داده

تلاطم فرایند {V٢(t)} و اول تلاطم فرایند {V١(t)} سهام، قیمت فرایند {S(t)} کنید فرض - 2
بگیرید نظر در زیر صورت به مضاعف هستون مدل تحت را سهام قیمت باشد. دوم

dS(t) = rS(t)dt + S(t)
√

V١(t)dW١(t) + S(t)
√

V٢(t)dW٢(t)
dV١(t) = κ١(θ١ − V١(t))dt + σ١

√
V١(t)dB١(t)

dV٢(t) = κ٢(θ٢ − V٢(t))dt + σ٢
√

V٢(t)dB٢(t)

که به طوري هستند، براونی حرکت چهار B٢(t) و B١(t) W٢(t) W١(t) آن در که

dW١(t)dB١(t) = ρ١dt, ρ١ ∈ (−١, ١),
dW٢(t)dB٢(t) = ρ٢dt, ρ٢ ∈ (−١, ١),
dW١(t)dW٢(t) = ٠.

سرعت بیانگر ترتیب به σ١(σ٢) و θ١(θ٢) ،κ١(κ٢) مثبت ثابت پارامترهاي و بهره نرخ r همچنین
(دوم) اول تلاطم فرایند با متناظر تلاطم براي تلاطم و میانگین به بازگشت سطح میانگین، به بازگشت

هستند.
مونت- کارلو شبیه سازي روش اساس بر اروپایی فروش اختیار قیمت گذاري براي الگوریتم یک الف)

بنویسید. استاندارد
بنویسید. متضاد متغیرهاي روش اساس بر اروپایی خرید اختیار براي قیمت گذاري الگوریتم یک ب)

خرید اختیار قیمت گذاري براي الگوریتم یک سپس و کرده تعریف مناسب کنترلی متغیر یک ابتدا ج)
بنویسید. کنترلی متغیر روش از استفاده با اروپایی

بگیرید نظر در زیر صورت به رژیم-سوئیچینگ هندسی براونی حرکت مدل تحت را سهام قیمت - 3

dS(t) = r(Z(t))S(t)dt + σ(Z(t))S(t)dW (t).

قیمت گذاري براي هستند. Z(t) حالته دو پنهان مارکف زنجیر به وابسته σ و r پارامترهاي آن در که
دهید. ارائه تعمیم  یافته متضاد متغیرهاي روش اساس بر الگوریتم یک حسابی، آسیایی اختیار

اسپارك اسپرد اصطلاح به اختیارهاي مشتقه، اوراق از مهم کلاس یک اسپارك اسپرد) (اختیار - 4
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می تواند بارز نمونه یک می شود. صادر گاز و الکتریسیته آتی قراردادهاي روي مشتقات این گونه است.
آتی قراردادهاي معاملات آن در که باشد، انرژي دو آتی قیمت هاي روي اروپایی فروش اختیار یک
نیروگاه هاي ریسک مدیریت براي اختیاراتی چنین هستند. ماهه سه یا ماهه یک تحویل دوره داراي
حرکات تا می دهد کارخانه صاحب به را امکان این و می گیرند قرار استفاده مورد گاز سوخت داراي
و دارند بالایی محبوبیت اختیارات این دهند. ریسک پوشش را گاز و الکتریسیته قیمت در نامطلوب
براي می تواند اسپرد اسپارك اختیار همچنین می شوند. معامله فرابورس بازار در توجهی قابل حد تا

شود. استفاده گاز سوخت داراي نیروگاه هاي واقعی اختیارهاي ارزیابی
نظر در زیر صورت به ترتیب به [T١, T٢] تحویل دوره با را گاز و الکتریسیته آتی قرارداد دینامیک

بگیرید

dF EL(t, T١, T٢) = σELF EL(t, T١, T٢)dW (t),
dF GA(t, T١, T٢) = σGAF GA(t, T١, T٢)dB(t),

پارامترهاي همچنین هستند. ρ همبستگی ضریب با براونی حرکت دو B(t) و W (t) آن در که
دو می کنند. بیان را گاز و الکتریسیته بازارهاي در نقدي قیمت تلاطم ترتیب به σGA و σEL مثبت
قرارداد هاي براي تصادفی مدل هاي ساده ترین از گاز و الکتریسیته آتی قراردادهاي براي بالا دینامیک

معروف اند. بلک- 76 فرمول به که هستند انرژي آتی
می آید به دست زیر صورت به t = ٠ زمان در اسپرد اسپارك اختیار تنزیل یافته ارزش

e−rTE[max(F EL(T, T١, T٢) − hRF GA(T, T١, T٢) − K, ٠)],

به مربوط پارامتر hR همچنین .T١ ≤ T < T٢ که به طوري است سررسید زمان T آن در که
است. توافقی قیمت K و بهره نرخ r گرما،

هندسی، آسیایی اختیار عنوان به کنترلی متغیر گرفتن نظر در با و کنترلی متغیر روش اساس بر
دهید. ارائه را اسپارك اسپرد اختیار قیمت گذاري به مربوط الگوریتم

بگیرید نظر در زیر صورت به را مرتون تصادفی دیفرانسیل معادله - 5

dS(t)
S(t−)

= rdt + σdW (t) + (Yt − ١)dN(t),

اندازه Y (t) و براونی حرکت W = {W (t)}t≥٠ پواسن، فرایند N = {N(t)}t≥٠ آن در که
Y (t) و W (t) ،N(t) اینکه فرض با می کند. پیروي لگ-نرمال توزیع از که است t لحظه در پرش
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روش اساس بر اروپایی فروش و خرید اختیارات قیمت گذاري براي الگوریتم یک هستند، مستقل
دهید. ارائه مرتون تصادفی دیفرانسیل مدل تحت استاندارد مونت- کارلو

لحظه در بهره نرخ فرایند {R(t)} و تلاطم فرایند {V (t)} سهام، فرایند {S(t)} کنید فرض - 6
می شود بیان زیر صورت به هستون-CIR-پرش مدل تحت S(t) صورت این در باشد. t

dS(t)
S(t)

= (R(t) − λm)dt +
√

V (t)dW١(t) + (eJ − ١)dN(t)

dV (t) = κ١(θ١ − V (t))dt + σ١
√

V (t)dW٢(t)
dR(t) = κ٢(θ٢ − R(t))dt + σ٢

√
R(t)dW٣(t)

سه W٣ := {W٣(t)}t≥٠ و W٢ := {W٢(t)}t≥٠ ،W١ := {W١(t)}t≥٠ آن در که
که به طوري هستند براونی حرکت

dW١(t)dW٢(t) = ρ١dt, ρ١ ∈ (−١, ١),
dW١(t)dW٣(t) = ρ٢dt, ρ٢ ∈ (−١, ١),
dW٢(t)dW٣(t) = ٠.

نیز m پارامتر است. پرش اندازه J و λ شدت با پواسن فرایند N := {N(t)}t≥٠ همچنین
نمایی توزیع داراي پرش اندازه اینکه فرض با .m = E[eJ − ١] یعنی است، پرش فراوانی میانگین
شبیه  سازي روش اساس بر الگوریتم یک هستنند، مستقل J و N ،W٣ ،W٢ ،W١ فرایندهاي و

دهید. ارائه هستون-CIR-پرش مدل تحت حسابی آسیایی اختیار قیمت گذاري براي مونت- کارلو

مدل تحت را سهام قیمت باشد. تلاطم فرایند V (t) و سهام قیمت فرایند S(t) کنید فرض - 7
بگیرید نظر در زیر صورت به هستون رژیم-سوئیچینگ dS(t) = r(Z(t))S(t)dt +
√

(V (t))S(t)dW١(t),
dV (t) = κ(Z(t))(θ(Z(t)) − V (t))dt + σ(Z(t))

√
V (t)dW٢(t),

σ و θ ،κ ،r پارامترهاي و ρ همبستگی ضریب با براونی حرکت دو W٢(t) و W١(t) آن در که
حسابی، آسیایی اختیار قیمت گذاري براي هستند. Z(t) حالته دو پنهان مارکف زنجیر به وابسته

دهید. ارائه تعمیم  یافته متضاد متغیرهاي روش اساس بر الگوریتم یک
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به طوري است، اختیار تحت دارایی هاي از مجموعه اي براي مشتقه اوراق انواع از یکی سبد اختیار - 8
می شود بیان زیر صورت به آن بازده که

max ([c١S١(T ) + c٢S٢(T ) + · · · + cdSd(T )] − K, ٠) ,

به مربوط سهام هاي تعداد ،i = ١, . . . , d هر براي ci ثابت هاي و دارایی ها تعداد d آن در که
یا بانک ها سهام شامل دارایی ها از مجموعه اي براي معمولا سبد اختیار است. ام i (بانک) شرکت

می رود. به کار آسیایی ارزهاي
پیروي  هندسی براونی حرکت از مستقل طور به ،i = ١, . . . , d هر براي ها Si(t) کنید فرض

یعنی  کنند،

Si(t) = riSi(t)dt + σiSi(t)dWi(t), i = ١, . . . , d,

متغیر روش اساس بر هستند. هم از مستقل براونی حرکت هاي W١(t), . . . , Wd(t) آن در که
براي الگوریتم یک کنترلی متغیر عنوان به هندسی آسیایی اختیار گرفتن نظر در با و کنترلی

دهید. ارائه سبد اختیار قیمت گذاري
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