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 تقدیر و تشکر مؤلف
ا کسان  نیمن  همه  به  را  نحو  یکتاب  به  تا    قی تشو  مرا  یکه  بنو  آنکردند  منبع  ونم یمد  سم،ی را   .

 .  سرچشمه گرفت جویانمکتاب از دانش نیبخش نوشتن االهام

عاشق من هستند و بدون    دوشرطیقیکه ب   کنم یمتقدیم    زمیعز  ن یبه والد  تماما    کتاب را نیمن ا

اصلا  نم آنها منبع  شروع  توانستمیآنها  از قدرت، حما  ی به نوشتن کتاب کنم.  و عشق در    تیثابت 

  نیتحمل من در هنگام نوشتن ا  یآنها برا  یشگیصبر هم  ونیمد   اریاند. من بسسخت بوده  یهازمان

 ب یعج  یهاکه درخواست   یتحمل من وقت  یبرا  انک یاز برادرم ما  خواهمیم  نیهمچن  من  کتاب هستم. 

خاطر لبخندها و  به  ی شانیو ا  تیو یمن د  یداشتندو دوست، دوستاز  کنم.    ی ، قدردانکردمیم   بیو غر

بدون    ی قدردان  ن ی. اسپاسگزارم  برد یم   نیزدن استرس مرا از بپلک  ک یکه در    شان یبایز  ی هاخنده

خود بود    یدکتر  دورهکه مشغول    یاو در تمام مواقع  یعال  یهاه یخاطر توصبه  ایسون  مخواهر  یادی از

 . استناقص 

که بتواند    سمیبنو  یکتاب   خواستندیداشتند و مدام از من م  مانیکه به من اجویانم  از همه دانش

تشکر   مانهیصم  نی. همچنکنمیارائه دهد تشکر م در قالب یک مجموعه  را  مرتبط  همه موضوعات  

 از آنها باشم.  یکی دادند تا   زهیکنم از همه معلمانم که به من آموختند و به من انگمی

مداوم    قیو تشو  تیخاطر حمامن واقعا  به.  کنمیتشکر م  مانهیاز همسرم آنوپ گوئل صم  نیهمچن

خانواده   از  نیمن همچن  او هستم.  ونیمد  ،آنب و ضمن ویرایش  نگارش کتا طول روند  تمام  او در  

برادرشوهرم    دم یجد و  مادرشوهر  پدرشوهر،  جمله  کتاب    ن یاویرایش  در طول    تشانیحمابرای  از 

 سپاسگزارم. 

صم د  مانهیمن  ناشر  ا  یهمکار  یبرا  تریگرویاز  پردازش  م  کتاب  نیو  همچنکنمیتشکر   نی. 

و  خواهمیم اِ  ایژهیتشکر  سونسوناز  یما  حما  یرابدانگ    یپتیدو    اسکامبراکس  وته،  و    ت یکمک 

 . نمایمابراز  شانیشگیهم

فضل  تر از همه  قدرت و مهم  زه،یتشکر کنم که شجاعت، انگ  پروردگاراز    خواهمیتر از همه، م مهم

 . اهدا نمودکتاب به من  نینوشتن ا یرا برا خود
 

2020 هیژوئ
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 مقدمه مترجم
 

 به نام خداوند جان و خرد 

 

به عنوان زبان   اتیاضیاست، نقش ر  شرفتیدر حال پ   یاندهیبا سرعت فزا  یکه علم و فناور  یدر عصر

قاعده    نیاز ا  ه،یاز علوم پا  یکیبه عنوان    ،یمیمورد توجه قرار گرفته است. ش  شیازپ شیعلوم ب  یعموم

  ن یا  «یمیدر ش  یاضیتحت عنوان »ر  یسرفصل مصوب و ارائه درس  یروزرسان. با بهستین  یمستثن

  . گشته است ی در دوره کارشناس  یمیش انیدانشجو یاز چارچوب درس ی و بخش افتهی تینیع  تیاهم

در مسائل    ی های عددربرد روشعدم ارائه مباحث مرتبط با کا  ژهی وو به  ی نبود منابع فارس  حالنیباا

انگ آشنا  یازهیمرتبط  جهت  حاضر  کتاب  تا  ش  انیدانشجو  یمقدمات   ییشد  کاربرد    یمیرشته  با 

 .ترجمه گردد هیتجز یمیو ش  کیزیفیمیدر شعددی های روش

  دگاه ید ی  ارتقاعلاوه بر    تا  کندیکمک م  یدر دوره کارشناس  یمی رشته ش  انیبه دانشجو  کتاب  نیا

 یها را براآن . همچنینرا بهتر درک کنند  یمیش ده یچیپ  م یمفاه ات، یاضیبا استفاده از رخود  یعلم

مسا تجزیه  کیزیفیمیش  یعمل  ئلحل  شیمی  روش  و  از  استفاده   ،یریگانتگرال  یعدد  یهابا 

م  های آماریی و روشبرازش منحن  ، هاشهیر  نافتی  ،یریگمشتق  اسازد یآماده  بر    نی.  کتاب علاوه 

کاربرد    یبرا  ازیمورد ن  هیپا  میارائه مفاه  یبرا  یی مبنا  تواندیم  یمیدر ش  یاضیمرتبط با درس ر  میمفاه

   باشد. «یمیدر ش وتریدر درس »کاربرد کامپ

رسید.  بی شک بدون همراهی معاونت پژوهشی دانشگاه گیلان انتشار این کتاب به سرانجام نمی

نمایم.  ناس محترم مرکز نشر دانشگاه سرکارخانم سارا جعفری قدردانی میاز پیگیری و مساعدت کارش

همچنین از استاد ارجمند جناب آقای دکتر حسین امینی خواه ویراستار علمی و ادبی این اثر که با  

 دقت نظر فراوان موجبات بهبود کیفیت این ترجمه را فراهم نمودند، بسیار سپاسگزارم. 

زبان    نیا  ترجمه به  زبان مادرد  ی به منابع علم  یبه دسترس  یضرور  ازین  ، یفارسکتاب  را   یر 

علم و دانش در کشور   شرفتیبه پ   دیام  با   . اتیاضیو ر  یمیش  یایدو دن  نیاست ب  یل پُ  و  کندیبرطرف م

 . سپارمیکتاب را به دست شما م  نیا زمان،یعز

 

 ، احترام با                                                                                                 

 محمد محمدپور مقدم 

                                                                     1403   

 



 

 اول فصل 

 هایری گواحدها و اندازه
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 مقدمه ˗1  ˗1

  فیزیکی   کمیت  یک.  شوندمی  انجام  زیادی  بسیار  یهاگیریاندازه  ،فیزیکشیمی  علم   در  ویژهبه  علوم،  در

  از  اندعبارت  که  است  کمیت  دو  ضربحاصل  فیزیکی  کمیت  یک  عمل   در.  است  اهمیت  حائز  بسیار

 خود خودیبه  عدد  ،فیزیکشیمی  در  (پارامتر)  2مؤلفه   هر  گیریاندازه  در.  عدد  یک  و  (بُعد)  1واحد  یک

 «متر»  واحد  یک  و  «6»  عدد  یک  متر  6  نمونه،  عنوانبه .  شود  همراه  واحدی  اب  آنکه  مگر  است  معنیبی

  مقادیر  فیزیکی،   کمیت   دو   (ساختن  مرتبط)   کردن  همبسته  فرایند   ضمن  همچنین،.  دارد  هم   کنار   در  را

  ، مثال  عنوانبه  دارد،   ثابتی  مقدار  که  است  فیزیکی کمیتی  ثابت  یک.  شوندمی  کاربردهبه  متغیر و  ثابت

NA=6/023×0123 mol آووگادرو  ثابت  و  (h=6/626×10−34 J.s)   پلانک  ثابت
 کمیتی  متغیر،  یک.  (1−

 اختیار   دیگر  هایکمیت   از  تعدادی  مقادیر  مبنای  بر  را  (جازمُ)  قبولقابل  مقدار  هر  تواندمی  که  است

  است،  n ،T ،V از  تابعی  p مثال،  عنوانبه  ،است  ها کمیت آن  از  تابعی  موردنظر  متغیر واقع در  که کُندَ

 ، یعنی
(1–1) p = nRT/V 
𝑝 به شکل توانمیرا  𝑝 کهیطوربه = 𝑓(𝑉, 𝑇, 𝑛) .نمایش داد 

 ازآنجاکه،  قبلی . در مثال  شوندمی  بندیدسته متغیرهای وابسته و مستقل    عنوانبه  متغیرها  علاوهبه

𝑝 تابعی از  𝑉،  𝑇 و  𝑛 ،است 𝑝  سایر متغیرها مستقل هستند. کهدرحالیمتغیر وابسته است 

 

 پایه  حسابی  عملیات ˗2 ˗1
  ریاضی   عملگرهای   توسط  که  است  فیزیکی   های کمیت  سایر   ارتباط  نتیجه  اغلب   فیزیکی   کمیت  یک

  همگی  ما .  شوندمی  اعمال  متغیرها  این  بر  پایه  حسابی  عملیات  منظور،  بدین.  شوندمی  مربوط  هم  به

 اصول  سادگیبه  ما  بخش،  نیا  در.  تقسیم  و  ضرب  تفریق،  جمع،:  هستیم  آشنا  پایه  ریاضی  عملیات  با

 (.1–1 جدول) کرد  خواهیم بندیجمع ،شدهآموخته  ازاینپیش  که را مقدماتی

 
1. Unit 

2. Parameter 
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 ریاضی  عملیات :1–1جدول

 ترتیب  عبارت عملیات

A جمع  + B A + B = B + A 

A تفریق  − B A − B ≠ B − A 

A ضرب  × B  یا A ∙ B  یا AB A × B = B × A 

A تقسیم  ÷ B  یا 
A

B
 

A

B
≠
B

A
 

 

  فهرست  زیر  در  هستند  عملیات  این   شامل   که  فیزیکشیمی  در  مورداستفاده   های معادله  از  تعدادی

 : اندشده

(1–2) 𝑝V = nRT,   :آلایده  گاز  معادله 

(1–3) pH = pKa + log(acid/salt),   :1هِشلباخ-هِندرسون  معادله 

(1–4) E = mc2,   :2اینشتین  معادله 

(1–5) E = E0 − (R𝑇/nF) logQ,   :3نِرنست  معادله 

(1–6) Λ = Λ0 − b√c,   :4اُنساگر  معادله 

(1–7) k = A ∙ exp(−Ea/RT).   :5آرنیوس  معادله 

 

 حسابی  عملیات  مراتبسلسله ˗3  ˗1

  ریاضیات   در.  شوند   رعایت  باید   که  دارند  وجود  قواعد  از  ایمجموعه   حسابی،  عملیات  انجام  از  قبل

  یا  تقدم  »قواعد  یا  عملگرها«  تقدم  قواعد»  هاآن.  شوند می  برده  بکار  BODMAS6  قواعد  عمومی،

  روش   یک  جهان  مختلف  نقاط  در  هاآن   سپردن  خاطر  به  برای.  شوندمی  نامیده  نیز«  عملیات  ترتیب

  متحده ایالات  در  که  است  مخففی  PEMDAS»7»  عبارت  نمونه،  عنوان به.  شودمی  برده  بکار  عمومی

 .  شودمی  برده بکار

 

 
1. Henderson−Hasselbalch 

2. Einstein 

3. Nernst 

4. Onsager 

5. Arrhenius 

6. Brackets, Orders, Division, Multiplication, Addition, Subtraction. 

7. Parentheses, Exponential, Multiplication, Division, Addition, Subtraction 
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 :است زیر شکل به عملیات ترتیب

 ،پرانتز -1

 ، نما -2

 ،ضرب -3

 ، تقسیم -4

 ،جمع -5

 .تفریق -6

  حل  هنگام .  دارند  تقدم   تقسیم  و ضرب  بر  خود  که  هستند مقدم نماها  بر  پرانتزها قواعد،  این  اساس  بر

  داده   بسط   بعدی  مراحل  به  نتیجه  سپس  و   شوند می  حل  پرانتزها  درون  توابع  ابتدا   پرانتزها،   کردن

 نمونه، عنوانبه.  شوندمی اعمال راست به چپ از عملگرها   سایر علاوه   به. شودمی

 14=7×2=(4+3)×2کهدرحالی10=4+6=4+3×2. الف

 .3=972=72(4+5) کهدرحالی  7=2+5=41/2+5 .ب

 .12=2÷24=(2÷6×4) کهدرحالی  16=2÷32=2÷(8×4). پ

 

 (شاخص  های قاعده)   توان هایقاعده −

 خودش  در  باید  عدد  یک  که  است  دفعاتی  تعداد  دهندهنشان  شاخص  ،توان  هایقاعده  اساس  بر

  توانمی  را  هاقاعده  این.  شودمی  رسانده  توان  به  که  است  عددی  پایه  کهطوری به   شود،  ضرب

 . داد نمایش زیر صورتبه

𝑎𝑥 .الف × 𝑎𝑦 = 𝑎𝑥+𝑦  28=25×23  مثلا 

 .ب
𝑎𝑥

𝑎𝑦
= 𝑎𝑥−𝑦   25   مثلا 23=22⁄ 

𝑦(𝑎𝑥). پ = (𝑎𝑦)𝑥 = 𝑎𝑥𝑦   64=2(23)  مثلا 

𝑎−𝑥. ت =
1

𝑎𝑥
=1-(2)   مثلا    1 2= 0 5⁄⁄ 

𝑥(𝑎𝑏). ث = 𝑎𝑥 × 𝑏x   1296=34×24=4(3×2)   مثلا 

).  ج
𝑎

𝑏
)
𝑥

=
𝑎𝑥

𝑏𝑥
)  مثلا  

2

3
)
4
=

24

34  

𝑎)  .چ + 𝑏)𝑛 ≠ 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛  4(3+2)   مثلا =  .97=34+24  کهدرحالی625
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 واحد  هایدستگاه بندیدسته ˗4 ˗1

  واحدهای  دستگاه آن دنبال به و 2بریتانیایی   امپریال واحدهای دستگاه با 1واحد  هایدستگاه تاریخچه

  ، هاآن  تمامی   از.  شودمی  آغاز  4( متریک  دستگاه )  المللیبین  هایواحد  دستگاه  و  3متحدهایالات  مرسوم

  به  نیازی  کاربر  و  بود  ساده  آن  کاربرد   زیرا  بود  ترمنسجم  واحد  دستگاه  یک  واحدها  متریک  دستگاه

 . ندارد است، موجود  معادله  در آنچه محدوده از خارج 5تبدیل   هایعامل از استفاده
 

 واحدها  متریک  دستگاه  ̠ 1  ˗4  ˗1

  نام  به  که   است  المللیبین  سطح در   گیریاندازه  دستگاه   ترینشدهپذیرفته  و   ترینرایج  متریک  دستگاه 

  و (  بنیادی)   پایه  واحدهای  برحسب  دستگاه   این.  شودمی  شناخته  نیز  6آیاِس  واحدهای  دستگاه

  فیزیکی   کمیت  هر  تعریف  برای  توانندمی  واحدها   این.  شودمی  بندیطبقه  شده   مشتق  واحدهای

. است آسان کسرها  و  ها مضرب کمک با   متریک واحدهای   دستگاه از استفاده . شوند برده  بکار دیگری

  امپریال   واحدهای  و  متحدهایالات  مرسوم  واحدهای  شده  برده  بکار  ترپیش  هایدستگاه  واقع،  در

 . شوند می تعریف متریک واحد دستگاه از استفاده با  بریتانیایی 

  پدیده   یک   از  استنتاج  قابل  واحد   دستگاه   یک   که  بود  آن  متریک  دستگاه  معرفی   اولیه  ایده

 برای   اولیه  نمونه)   مصنوعی استانداردهای  از  استفاده  تجربی   هایمحدودیت اما  شود  ایجاد  تغییرناپذیر

  واحدهای(  فرعی  هایمضرب)  های زیرمضرب  و  هامضرب.  کردند  ناپذیراجتناب   را(  کیلوگرم  و  متر

  تر کارآمد  را  ها آن  راحتیبه  واحدها   نام   به  پیشوندهایی   افزودن  با   ، دَه   هایتوان  برحسب  ،متریک

.  دارد  وجود  متفاوت  پایه  واحدهای  انتخاب  امکان  با   مختلفی  هایفرم  در  متریک  دستگاه.  سازند می

  دستگاه .  شوندمی  شناخته  متریک   دستگاه  عنوانبه  نیز  8کااِساِم  و  7اِس جیسی  هایدستگاه

 شکل  صورت  آیاِس  واحد  دستگاه .  شودمی  شناخته  بریتانیایی   دستگاه   عنوان  تحت  9اِسپیاِف

  دستگاه   و  شوندمی  استفاده   گسترده  طوربه  متریک  واحدهای.  است  کااِساِم  دستگاه   از  تریدقیق

 .هستند  علوم در  شدهپذیرفته  واحدهای

 

 

 
1. Unit systems 

2. British Imperial System of units 

3. US Customary System of Units 

4. International System of Units (metric system) 

5. Conversion factors 

6. SI 

7. CGS (Centimeter-Gram-Second) 

8. MKS (Meter-kilogram-Second 

9. FPS (Foot–Pound–Second) 
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 : شوند می بندیدسته زیر شکل به عمدتا    واحدها

  واحدها  این   ،شوندمی  شناخته  نیز  پایه  واحدهای  عنوان  تحت  که:  بنیادی  واحدهای −

 مثال،   عنوانبه  هستند؛  گیریاندازهقابل  مستقل  صورتبه  که  هستند  بنیادی  هایکمیت

 .(شمع) کاندلا   و الکتریکی جریان زمان، جرم، طول،

 واحدهای  از  بیشتری  تعداد   یا  دو  از  استفاده  با  واحدها   این:  (مستخرج)  شده   مشتق  واحدهای −

  سرعت،   نیرو،  انرژی،  حجم،  مستطیل،  مساحت  مثال،  عنوانبه.  شوندمی  استخراج  بنیادی

 . وات و  لومن فشار،

  هفت   2–1  جدول.  نمود  بیان  بنیادی  کمیت  هفت  برحسب  توانمی  را  فیزیکی  هایکمیت  تمام

 از  تعدادی  3–1  جدول   و   نمایدمی  فهرست  ها آن  (استاندارد)  معیار  تعریف  با   همراه  را  پایه  واحد

 . دهدمی نمایش را پایه واحدهای از مستخرج واحدهای

 

 واحدها  متریک دستگاه  بندیدسته  ˗2  ˗4  ˗1

 . دارند  وجود متریک دستگاه در بنیادی  واحد دستگاه نوع سه

  متریک  دستگاه  این   ،دهد می  نشان  دستگاه   این  نام  که  همچنان:  اِسجیسی  واحد   دستگاه .  1

 . بردمی بکار زمان و جرم طول، پایه  واحدهای عنوانبه را ثانیه و گرم  ،مترسانتی

  پایه  واحدهای  عنوانبه   را  ثانیه  و  کیلوگرم  متر،  دستگاه   این:  اِستیاِم  و  کااِساِم  واحد  دستگاه.  2

  دستگاه   جایگزین  و  گرفت  قرار  پذیرش  مورد  1889  سال  در  دستگاه   این.  بردمی  بکار

  واحد   دستگاه.  داد  شکل  را  آیاِس  دستگاه  مبنای  کااِساِم  دستگاه  این.  شد  اِسجیسی

 . دارد وجود ثانیه و تُن  متر، بر مبتنی اِستیاِم دستگاه نام  به دیگری

  فیزیکی   هایکمیت   گیریاندازه  یابر  مختلفی  واحد  هایدستگاه  ابتدا،  در  :آیاِس  واحد  دستگاه.  3

  ، هاگیری اندازه  سازیهمسان  برای  استاندارد  روش  یک  بعد   اما  ،شدند می  برده   بکار  مشابه

 مجمع   توسط  دستگاه  این.  یافت  توسعه  1( آیاِس)  المللیبین  واحد  دستگاه  نام  تحت

 به  که  3استانداردسازی  المللیبین  سازمان  و  2( آیوپاک)  کاربردی  و  محض  شیمی  المللیبین

  در   که  است  متریک  دستگاه  از  نوعی   دستگاه   این   .گردید  معرفی  است،  معروف   نیز  آیاِس 

  هایدستگاه  سایر  در  آن  از  پیش  که  اواحده  از  یدیگر  تعداد  که  زمانی  یافت،  توسعه  1960

 
1. System de International (SI) unit system 

2. International Union of Pure and Applied Chemistry (IUPAC) 

3. International Organization for Standardization (SI) 
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  دستگاه   ترینشدهپذیرفته   دستگاه   این   . شدند  ادغام  آن  در  نیز  بودند  غایب   متریک

 .است شده  مشتق کااِساِم دستگاه از آیاِس واحدهای  دستگاه. واحدهاست

 
 آیاِس واحدهای همراه به فیزیکی  کمیت هفت پایه واحدهای  :2- 1 جدول

 آی اِس واحد نماد آی اِس واحد نام نماد فیزیکی کمیت

 m متر L طول
 kg کیلوگرم  M جرم 

 s ثانیه  t زمان 
 A آمپر I الکتریکی   جریان

 K کلِوین  T دما
 mol مول N ماده  مقدار 

 روشنایی  شدت 
VI

 
 cd ( شمع)  کاندلا

 

 بریتانیایی  امپریال   واحد  دستگاه −

  و   وزن  1824  قانون  در  که  واحدهاست   از  دستگاه   یک  امپریال  واحدهای  یا  امپریال   دستگاه

  واحد   و  یارد  طول  پایه  واحد  بریتانیایی،   امپریال  دستگاه  در.  شد  تعریف  بریتانیایی   یهاگیری اندازه

 بیستم  قرن  در  بعدتر  اما  بود  شده استخراج   اتفاقی  صورتبه  دستگاه  این.  است  فارنهایت   دما  پایه

- پوند-فوت  از  است  عبارت  که اِسپیاِف(.  الف  پیوست)  پذیرفتند  را  متریک دستگاه  کشورها  اغلب

 . است بریتانیایی  واحد دستگاه  بنیادی  واحد انیهث

 

 متحدهایالات مرسوم  واحدهای  دستگاه −

  مرسوم  واحدهای   دستگاه   شد  ایجاد  متحده ایالات  در  که   سنتی  واحد  دستگاه   از  دیگری  نوع

  یارد   و مایل اینچ، فوت، مثال،  عنوانبه  شد؛ مشتق واحدها امپریال دستگاه از که بود متحدهایالات

  واحدهای  دستگاه   تنها   تا   گرفت  تصمیم  بریتانیا   از  استقلال  از  پس   متحده ایالات(.  1  الف  پیوست)

 . کرد  پیدا رواج کشورها اغلب در متریک دستگاه که زمانی حتی  ببرد، بکار را امپریال

 

 پایه   واحدهای تعریف  ˗5 ˗1

  دقتبه  که هایی ثابت  یا و الکترون بار ،( c) خلأ در نور سرعت مانند   هاییثابت برحسب پایه  واحدهای

 مصنوعی   واحدهای  دستگاه  جدید،   شده  بازتعریف  واحدهای .  شوندمی  تعریف  هستند،  گیریاندازهقابل

  مورداستفاده  وزن  برای  ابتدا  که  ایاولیه  نمونه.  اند کرده  جایگزین  ترمنسجم  گیریاندازه  واحدهای   با   را
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  درون  قطعه این  کههنگامی  حتی. نداشت یکسانی  وزن  همواره(  ایریدیوم-پلاتین آلیاژ)  گرفت می  قرار

 جرم   تغییر  سبب  گردوغبار  کردن  تمییز.  زدمی  زنگ  و  شدمی  آلوده  داشت،  قرار  ایزنگوله   جام  سه

  کند می  فراهم  را  امکان  این  شده  بازتعریف  دستگاه.  نبود  دقیق  نمونه  این  بنابراین،  ؛شودمی  اولیه  نمونه

 برای  بزرگی  مزیت  این  و  نمود  گیریاندازه  (ایاندازه  و)  مقیاسی  هر  در  مستقیم  صورتبه   را  جرم  که

 . بود خواهد دانشمندان

 : اندشده بازتعریف آیاِس واحد دستگاه   در زیر فیزیکی هایثابت

 ، 1پلانک  ثابت . 1

 ،(NA)  2آووگادرو  ثابت. 2

 ،(k)  3بولتزمن ثابت. 3

 ، (e)  پایه الکتریکی بار. 4

 ،(c)  نور سرعت. 5

 ،(Kcd) مشخص مرئی  تابش  یک روشنایی  اثر. 6

 .(νCs∆)  سزیم 4ظریف  فوق  فرکانس . 7

 5ها معیار  و  اوزان  عمومی  اجلاس  تصویب  به  پایه  واحد  چهار  واحدهای  در  تغییرات  ،2018  نوامبر  در

  مول   و   کلوین  آمپر،  کیلوگرم،   شامل  که  آیاِس  پایه  واحد   هفت  از  واحد  چهار  ، 2019  میِ   در.  رسید

  و(  k)   بولتزمن  ثابت  ،(NA)  آووگادرو  ثابت  ؛(h)   پلانک  ثابت  دقیق  مقدار  تعیین  با  ترتیب  هب  هستند

  ازاین پیش  هستند،   کاندلا   و  متر  ثانیه،   شامل   که  دیگر  واحد  سه.  شدند  بازتعریف(  e)   پایه  الکتریکی  بار

 بیشتر   توانمی  را  اندشده  بازتعریف  که  پایه  واحد  هفت  تمام .  اندشده  تعریف  فیزیکی  هایثابت  اساس  بر

 .داد قرار موردبررسی

  طیفی   خط  موجطول  بر  مبتنی  متر  تعریف  ازاینپیش.  است  (m)  متر  آن  پایه  واحد:  طول.  1

  ثانیه  299,792,4581  زمانی   بازه  در  خلأ   در  ورن  که  ایفاصله  عنوانبه  و   بود  866-کریپتون

  سرعت   عددی  مقدار  گرفتن  نظر  در  ثابت  بر  مبتنی  فعلی  تعریف  .شدمی  تعریف  ،کردمی  طی

 . است ثانیه  بر متر 299,792,458 با  معادل  خلأ در ،c نور،

  از   براق   قطعه  یک  جرم  عنوانبه  واحد  این  ابتدا،  در.  است(  kg)  کیلوگرم  جرم  پایه  واحد:  جرم.  2

  تعریف  فرانسه  در  7معیارها   و  ناوزا  المللیبین  دفتر  در  شده  نگهداری  ایریدیوم-پلاتین  آلیاژ

 
1. Planck’s constant 

2. Avogadro’s constant 

3. Boltzmann’s constant 

4. Hyperfine frequency 

5. General Conference on Weights and Measures 

6. Krypton-86 

7. Bureau International desPoids et Mesures 
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  جدید   تعریف.  بود  کیلوگرم  برای  المللیبین  مصنوعی   یا  اولیه  ینمونه  قطعه  این  قبلا  .  شد

 ثابت   که  است  «1کیبل  ترازوی»  نام  به  یدقیق  توزین  هایماشین  بردن  بکار  شامل  کیلوگرم

  . بردمی  بکار  ،الکترومغناطیسی  نیروی  از  استفاده  با  جرم  دقیق  گیریاندازه  برای  را  پلانک

  6260715/6×  10-34  با   برابر  شده   گیریاندازه  دقت  با   اخیر  های سال  در  که  پلانک   ثابت

 .است ثانیه بر مترمربع در کیلوگرم

  زیستی،  فناوری  ازجمله  هازمینه  از  بسیاری  در  را  بیشتری  دقت  آیاِس  جدید   دستگاه  این       

 . آوردمی ارمغان به انسان سلامت و تجارت تولید،

  تناوب  دوره  9,192,631,770  زمانی   بازه  صورتبه  ثانیه  یک.  است  ثانیه  زمان  پایه  واحد  :زمان.  3

.  شودمی  تعریف  1332-سزیم   اتمپایه  حالت  ظریف  فوق   تراز  دو  بین  گذار  به  مربوط  تابش  از

  گرفته   نظر  در  ثابت  مقدار  یک  عنوانبه  سزیم  فرکانس  عددی  مقدار  ،شدهبهینه  تعریف  در

 . شودمی

 مدار   یک  از  عبوری  الکتریکی  ربا  مقدار  صورتبه   آمپر.  است  آمپر  جریان  پایه  واحد  :جریان.  4

  × 10-19  جریان  صورتبه  را  آن  رایج  تعریف  اما  شودمی  تعریف  زمان  واحد  در  الکتریکی

602176634/11 پایه  بار از واحد ،e، کند می تعریف ثانیه، در . 

  دمای   از  16/2731  کسر  صورت به  کلوین   قبلی   فتعری.  است  کلوین  دما   پایه  واحد   : دما.  5

  شد می معرفی  کلوین 16/273 یا  گرادسانتی درجه 01/0 که آب گانهسه نقطه ترمودینامیکی

  مقدار  به  ،kبولتزمن، ثابت عددی مقدار گرفتن  نظر در ثابت شامل فعلی   تعریف کهدرحالی
  آب  گانهسه  نقطه  دمای  که  شود  حاصل  اطمینان  کهنحوی به  است  کلوین  بر  ژول  38/1×23-10

 تغییر  به  منجر  که  T  دمای  در  تغییر  با  است  برابر  کلوین  یک.  ماندمی  باقی  مقدار  همان

J  کهطوری به  شودمی  کلوین  بر  ژول  380649/1× 10-23  مقدار  با  kT  گرمایی  انرژی ∙ K−1 =

kg ∙ m2 ∙ s−2 ∙ K−1  شدهبهینه  تعریف  اساس  بر   ثانیه  و   متر  کیلوگرم،   آن   در  که   است ،  

  های ثابت  از(  آب  گانهسه  نقطه)  تجربی  شرایط  جایبه  کلوین  چون  ،اکنون  .شوندمی  تعریف

 .است پایدارتر و تراطمینانقابل  بسیار ،است شدهاستخراج  فیزیکی

  از  گرم  12  در   ها اتم  تعداد   صورت به  واحد  این .  است  مول  ماده  مقدار  پایه   واحد  :ماده   مقدار.  6

  مقدار  شدهبازبینی  تعریف.  شد  تعریف  (3دالتون   12  اتمی  جرم  با  کربن  ایزوتوپ)  C12  کربن

 
1. Kibble balance 

2. Caesium-133 

3. Dalton 
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   یا   ها مولکول   ، هااتم)  بنیادی   ذره   6/  02214076×2310  با   معادل  دقیقا    که  است   ایماده

 .است( هایون 

  یا   تابش  شدت  صورتبه  کمیت  این.  است(  cd)   کاندلا  کمیت  این  پایه  واحد  :روشنایی  شدت.  7

  ،منبع  یک  توسط  شده  نشر  2هرتز  ترا  540  یا  1هرتز  540×1210  فرکانس   با  مغناطیسی  میدان

  روشنایی،   شدت  .شودمی  تعریف  استرادیان،   هر  در  وات  683/1  توان  با  مشخص  جهت  یک  در

  انسان   چشم   که  است  واحدی  تنها   و   نماید می  گیریاندازه  را  نوری  منبع  هر   بصری  شدت

  از .  کندمی  تعیین  را  آن  جهت  و  نور  شدت  یا   روشنایی   واحد  این .  کند  گیریاندازه  تواندمی

  از  نام   این بنابراین،   ؛گرفتندمی  قرار مورداستفاده نور منبع عنوانبه  ها شمع ، قدیم  هایزمان

 .است روشنایی  شدت واحد کاندلا درنتیجه ، شودمی مشتق 3شمع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1. Hertz 

2. Terahertz=1012 hertz 

3. Candle 
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بُعد   هایکمیتبرخی   بدون  نسبت    1فیزیکی  شامل  که  زیرا  مشابه    هاییکمیتهستند  ابعاد  با 

عملا  تعریف دقیق واحدها   . هاآننمونه، کسر مولی، فشار نسبی، جرم نسبی و مانند  عنوانبههستند. 

در زندگی روزمره ندارد. این اثر تنها در    گیریاندازهبر    توجهیقابلفیزیکی اثر    های ثابتمبتنی بر  

بسیار کم حائز اهمیت است. اکنون    هایجرم  گیریاندازهکیلوگرم یا ضمن  یک  زیر    ی هاگیری اندازه

 گیری اندازهرا در هر مکان، زمان یا مقیاسی    هاآن  توانندمیکه دانشمندان حالا    آن است تنها مزیت  

 . شوندمیانجام  تریدقیق ی هاگیریاندازهبنابراین، ؛ کنند

 

 واحدها  بین تبدیل  ˗6 ˗1

  واحدها   از  نوع  یک  برحسب  فیزیکی  کمیت  یهاگیریاندازه  هاآن  در  که  دارند  وجود  هاییآزمایش

 به   رسیدن  برای  تبدیل  که  غایی  هدف   و  شرایط  به  تبدیل  فرایند.  دارند  برتری  واحدها  سایر  به  نسبت

  کهدرحالی  است،  ولت  پتانسیلاختلاف برای  آیاِس   واحد  نمونه،  عنوانبه .  دارد  بستگی  ،است  لازم  آن

  بسیار   پتانسیلاختلاف  مقدار  که  زیرا  است  ولت   میلی   ،ارجح  واحد  پتانسیومتری،  تیتراسیون  ضمن

  که  (ترارجح)  ترشدهپذیرفته  شکل  به   ها واحد  تبدیل   که  است  لازم  مواردی،  چنین  در.  است  کوچک

  کند،   گیریاندازه   را  مداد  یک  طول  بخواهد  فرد  اگر  مشابه،  صورتبه .  شود  انجام  است،  آیاِس   واحد

  ایجاد   را  بیشتری  های تقریب و خطا  شود   انجام(  آیاِس  واحد ) متر  برحسب  یی هاگیریاندازه  اگر  آنگاه 

  با   آنگاه  شود،   انجام(  اِسجیسی  واحد)  مترسانتی  برحسب  ها گیری اندازه  اگر  که درحالی  ، نمایدمی

 وجود  متر   از  متعددی   2های زیرمضرب   و   ضرایب.  شودمی  حاصل  تریدقیق  بسیار  نتایج   متر  به  تبدیل

  شامل  ها آن.  هستند  مشابه  موارد  و   کیلومتر  ، مترسانتی  ،میکرومتر  ، مترمیلی  ها آن  از  برخی  دارند،

  عامل   است  ممکن  کاربرد،  اساس  رب(.  الف  پیوست)  هستند  آیاِس  واحدهای   به  متصل  پیشوندهایی

  تبدیل   یک .  شود  استفاده(  ترارجح)  ترشدهپذیرفته  واحد   به  شده   گیریاندازه  واحد   تبدیل  برای  3تبدیل 

  گیریاندازه  اب   قطعیت  عدم  از  مشخصی  مقدار  آن  واسطهبه   که  گیریاندازه  5صحت   و  4دقت  به  همچنین

  جدولی.  کاهش   نه  و   دهد  افزایش  را  اولیه  گیریاندازه  دقت  باید  نه  تبدیل.  دارد  بستگی   ،شودمی  همراه

(.  الف  وستپی)  است  شده   ارائه  کتاب  انتهای   در  واحدها  برخی   برای  مختلف  تبدیل   هایعامل  و   روابط  از

.  شود  انجام  6عامل   برچسب  شیوه  نام  به  ای ساده  روش  با   تواندمی  دیگر   واحد   به  واحد   یک   از  تبدیل

 
1. Dimensionless 

2. Submultiples 

3. Conversion factor 

4. Precision 

5. Accuracy 

6. Factor label method 
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  به   واحد دستگاه  یک   در شده  گیریاندازه  کمیت  تبدیل   برای  که  است  ابتدایی   ایشیوه  عامل   برچسب

 .شودمی برده بکار ؛ تبدیل عامل یک در  ضرب انجام با  ؛ دیگر واحد  دستگاه

 . کنید تبدیل( mm) مترمیلی به را(  m) متر 0/ 07912 مقدار:  1  مثال

 ،مترمیلی 1000=متر 1 که دانیممی  تبدیل  هایعامل از :حلراه

 ،بنابراین 

 07912/0=07912/0m×
1000mm

1m
, 

07912/0 m=12/79mm. 

  یک با  مخرج در  واحد  یک   آنگاه  ، شودمی  ضرب  تبدیل   عامل   نسبت  در  فیزیکی   کمیت  کههنگامی

 . ماند می باقی واحد یک تنها و  شودمی حذف صورت در واحد

 

 . کنید  محاسبه مترسانتی برحسب را آن طول. است اینچ 7 طول دارای فلز از ایقطعه :2 مثال

 . است مترسانتی 54/2 برابر اینچ یک ازآنجاکه :حلراه

 :پس 

7 in=7 in× [
54/2 cm

1 in
] 17/78 =cm. 

 

 . کنید محاسبه را مترمکعب برحسب  NaOH حجم. است NaOH از لیتر 5 حاوی ریبِشِ  :3  مثال

   ؛است مترسانتی 100 با  برابر متر  هر و است مترمکعبسانتی 1000 با برابر لیتر هر :حلراه

 ،نیبنابرا

5 L = 5 × 1000 cm3 × [
1 m

100 cm
]
3

=5×10-3m3. 
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 دارد؟ وجود آلومینیومی ورقه گرم 50/7 در اتم  تعداد چه : 4  مثال

  آلومینیوم   از  مول  1  که  معنی   بدین  است،  مول  بر  گرم  981539/26  آلومینیوم  اتمی  جرم  :حلراه

  آلومینیوم   گرم  998153/26  یا  است  آلومینیوم  هایاتم  از(  023/6×2310)  آووگادرو  عدد  شامل

 : داریم ، عامل برچسب روش از استفاده با  بنابراین ؛است آلومینیوم هایاتم 023/6× 2310 شامل

5/7 g= 5/7g×
mol

981539/26 mol
1- ×

/602 ×10 23 atoms

mol
=

5/7× /6 ×02 ×1023

981539/26 
atoms =×7671023 atoms 

 

 بامعنی ارقام ̠ 7 ˗1

  های رقم.  کنند می  گیریاندازه  ،یمشخص  دقت  حد   تا  را  یکیزیف  هایکمیت  ها ابزار  ،ها گیری اندازه  ضمن

  تعداد.  میشوند  دهی نام  1ی بامعن  ارقام  ،است  یقطع   هاآن   گیریاندازه  دقت  کهطوری به  تا  گیریاندازه  یک

  بیانگر   ،بیشتر  بامعنی  هایرقم.  است  شدهانجام  گیریاندازه  از  اطمینان  و   قطعیت  میزان  بیانگر  ها رقم

 . هستند بیشتر دقت

  زیر   شرح  به  شوند  رعایت   باید  گیریاندازه  هر  در  بامعنی   هایرقم  تعیین  برای  که  معینی  قواعد

 .هستند

 .هستند  بامعنی  صفر-غیر های رقم تمام. 1

 وجود دارد.  یسه رقم بامعن نجایگرم است. ا 15/3 یعنوان نمونه، جرم قطعه فلزبه    

 هستند.  یصفر بامعن-ریدو رقم غ   نیصفر ب یها. تمام رقم 2

سه، چهار و پنج رقم    بیبه ترت  00/208و    2008/0،  000000208/0  ی عنوان نمونه، در عددهابه    

 وجود دارد.  ی بامعن

اعشار و سمت    زی تمام صفرها در سمت راست مم  ک،یبا مقدار کوچکتر از    یریگاندازه  کی. در  3

 . ستندین یبامعن وجه چیهصفر به-ریرقم غ  کیچپ 

. سه ستندین یبامعن 2اعشار و قبل از  زیبعد از مم یگرم، صفرها 0234/0عنوان نمونه، در به     

 . 4و  3، 2وجود دارند:   یرقم بامعن

)الف( تمام صفرها در سم4 غ   نیت راست آخر.  اعشار    زیمم  یکه دارا  یصفر در عدد-ریرقم 

 هستند.  ی است، بامعن

اعشار دقت    زیوجود دارد. )به وجود مم  ی، چهار رقم بامعن"2350/"عنوان نمونه، در عدد  به     

 (دیکن

تمام صفرها در سمت راست آخر      غ   نی)ب(  اعشار   زیمم  یکه دارا  یصفر در عدد-ریرقم 

 هستند.   یمعنیب ستین

 
1. Significant figures 
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 وجود دارد.  ی ، سه رقم بامعن"2350"عنوان نمونه، در عدد به            

  کیاگر در ادامه با    یهستند، حت  یاعشار بامعن  زیدنباله در سمت راست مم  ی)پ( صفرها     

 صفر دنبال نشوند. -ریرقم غ 

 (. 0و   0، 3،  5وجود دارد )  یچهار رقم بامعن  00/53عنوان نمونه، در عدد به    

 دارند.  ی بامعن یهارقم  ت ینهای. اعداد کامل تعداد ب5

 . m3  =m00/3  =m0000/3  =m0000000000/3، عنوان نمونهبه    

در    یآنگاه تعداد ارقام بامعن  شود،ینوشته م  a×b^nبه شکل    یعدد در نماد علم  کهی . هنگام6

a شوند یبه حساب آورده م . 

 21/5×10-4  شکل  به  را  آن  توانیممی  علمی   نماد   در  که  داریم  را  000521/0  عدد  نمونه،  عنوانبه

  در  جایگاهی   هیچ  4  و  10  های رقم(.  1  و   2  ، 5)  است  سه  بامعنی   ارقام  تعداد  اینجا  درنتیجه.  بنویسیم

 . دهد  تغییر  را  نی بامع  هایرقم  تعداد  است  ممکن علمی نماد  به  عدد  هر  تغییر. ندارند  بامعنی هایرقم

 3600 نمونه، عنوانبه

 دارد.  بامعنی رقم  2 ، 3600

 دارد.  ی بامعن رقم 4،  3600/
 دارد.  ی بامعن رقم  3 ، 60/3×310

 ( چپ-راست ،غرب-شرق ) 1آرام -اطلس قاعده

  اگر  و  هستند  معنیبی  چپ  سمت  داردنباله  یصفرها  آنگاه  ،باشد  داشته  یاعشار  ممیز  یعدد  اگر

  بدان   گذارینام  این)  هستند  معنیبی  راست  سمت  در  صفرها  آنگاه   ، باشد  نداشته  یاعشار  ممیز  عدد

 (. هستند متحدهایالات راست سمت در اطلس انوسیاق و چپ سمت در آرام انوسیاق که است جهت

 دارد  بامعنی   رقم   دو   3500  کهدرحالی(  7  و   3  ،8)  دارد  ی بامعن  رقم   سه  00837/0  نمونه،  عنوانبه

 (. 5 و  3) 

 

 حسابی  عملیات انجام قواعد ˗8 ˗1

 تفریق  و   جمع  ̠ 1  ˗8  ˗1

 مقدار  با  عدد  در  موجود  اعشاری  ارقام  تعداد  به  تفریق  و  جمع  انجام  ضمن  بامعنی   هایرقم  تعداد

 . دندار  بستگی دقت کمترین

 152/63+  6/5=   752/68 ،مثلا 

 
1. Atlantic-Pacific rule 
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  یک  تنها(  6/5)  مقدار  تریندقتکم  زیرا  بنویسد،  7/68  صورتبه  را  پاسخ  باید  شخص  عوض،  در

 . دارد اعشاری رقم

 

𝒙 951/312+   32/0  :5 ثالم  = 

𝒙  27/313 :حلراه = . 

  هم   پاسخ  بنابراین،  ؛دارد  اعشاری  رقم  دو  که  است  32/0  جمع  این  در  عبارت  تریندقتکم  ازآنجاکه

  گرد   است،  27/313  که  اعشاری  رقم   دو   تا   پاسخ   این  ،درنتیجه  ؛نماید  حفظ  را  اعشاری  رقم   دو   باید 

 . شودمی

 

 است؟  چقدر محلول  جرم. شودمی حل آب از گرم 142/ 0 در NaOH گرم 241/0 :6  مثال

 .نمود تعیین g 241/142= g 241/0  +g  0/142 صورتبه  را محلول جرم توانمی :حلراه

(  کردن  گرد   با)  پاسخ   آنگاه   دارد،  اعشاری  رقم   یک  ( 0/142  یعنی)  گیریاندازه  تریندقتکم  ازآنجاکه

 . باشد گرم 2/142 باید 

 

 تقسیم   و ضرب  ˗2  ˗8  ˗1

  بامعنی  هایرقم  تعداد  که  شکل  بدین  ،شودمی  اعمال  تقسیم  و  ضرب  انجام  منض  مشابهی  قاعده

 . بود خواهد محاسبه در دقت کمترین با عددی بامعنی های رقم تعداد مشابه ،درنتیجه

 

 . (است بامعنی رقم سه دارای نتیجه) 5/1× 46/2=69/3:  7 مثال

  بامعنی   ارقام  تعداد   ،قواعد  به  توجه  با   بنابراین  ،بامعنی  رقم  سه  46/2  و   دارد  بامعنی  رقم  دو  5/1  :حلراه

 . باشد   است، 5/1 که عدد تریندقتکم با   مشابه باید  پاسخ

 . باشد( بامعنی  رقم دو با ) 7/3 باید  کردن گرد نتیجه بنابراین،
 

 34/1×  073/5×   7/3=  151934/25 :8  مثال

  رقم   دو   که  25  به  باید   نتیجه  دارد،  بامعنی  رقم  دو  که   است  7/3  عدد  تریندقتکم  ازآنجاکه  :حلراه

 . شود گرد  دارد، بامعنی 
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 50/1×  234/6 : 9  مثال

  با   دوباره .  باشد  351/9  باید   پاسخ.  دارند  بامعنی   رقم   4  و   3  ترتیب  به  بالا   اعداد  از  یک   هر  :حلراه

 . آید  دست به 35/9 مقدار باید  کردن گرد یدرنتیجه   قاعده، اعمال

 

 محلول  لیترمیلی 0/20 سازیخنثی برای NaOH  نرمال 05721/0 محلول از لیترمیلی  3/19 :10  مثال   

HCl محلول نرمالیته. شد برده  بکار HCl کنید محاسبه را مورداستفاده. 

  دارند،   بامعنی  رقم  سهها  حجم  مقادیر  اما  دارد  بامعنی  رقم  رچها  NaOH  نرمالیته  اینجا  در  :حلراه  

  که   دانیممی.  باشد  داشته  را  عدد  3  یعنی   بامعنی،   ارقام   تعداد  کمترین  باید  نهایی   پاسخ  درنتیجه

2211 VNVN  : پس =

NHCl = 3/19  , 
NHCl = 0552/0. 

  با   برابر  بامعنی   ارقام   تعداد   شامل   باید (  1مانتیس )  لگاریتم   اعشاری  بخش   لگاریتم،   محاسبه  ضمن

 .شودمی محاسبه آن لگاریتم که باشد  عددی در موجود  بامعنی ارقام  تعداد

  رقم  3  دارای  105×2/00  عدد   ازآنجاکه.  است  log(2/00×105)=5/3010299956  مثال،  عنوانبه

  301/5  دیبا   پاسخ  ن،یبنابرا  ؛باشد   داشته  یبامعن  رقم   سه  دیبا   زین  (مانتیس)  یاعشار  بخش  است،  ی بامعن

 . باشد

  ن یبنابرا  دارد   ی بامعن  رقم  یک   104×2  نجا،یا.  است  log(2×104)=4/30110299956  مثال،  عنوانبه

 . باشد   3/4 د یبا پاسخ

 

 در  مول  بر  71/6  و  03/5×10-2  ترتیب  به  کلوین  333  و  298  دمای  دو  در  سرعت  هایثابت  :11  مثال 

 عبارت  از  استفاده  با  را  سازیفعال  انرژی  مقدار.  (mol−1dm3s−1)   هستند  ثانیه  بر  مترمکعبدسی

 :زیر

(1–8) ln
k333

k298
=
Ea
R
(

1
298

-
1

333
), 

 . کنید محاسبه

k2  ازآنجاکه)  دارند،  بامعنی   رقم  3  ثابت  دو  هر  :حلراه k1⁄ = k2  نسبت  درنتیجه(  133/39 k1⁄  نیز 

k2)  باشد  داشته  بامعنی  رقم  سه  باید k1⁄ =   بخش  که  کندمی  بیان  لگاریتم  قاعده  چون  (.133

 محاسبه  لگاریتم  آن  برای  که  عددی  خود  با   مشابه  بامعنی   ارقام  تعداد  باید(  مانتیس)  اعشاری

 
1. Mantissa 
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  دینب   باشد   3  باید(  مانتیس)   اعشاری  بخش  در  بامعنی  هایرقم  تعداد  پس  باشد   داشته  ،شودمی

ln(k2  شکل k1) =⁄ Eaمقدار  که  983/4 = 88982/709 Jmol
 نتیجه   را  1-

 . دهدمی 

  بامعنی   هایرقم  تعداد  باید  نتیجه  عدد،  یک  (لگاریتم  وارون)  1معکوس   لگاریتم  محاسبه  ضمن

 . باشد داشته لگاریتم در  ( مانتیس) اعشاری بخش با  مشابه

 .شود گرد 00/3 به باید  که antilog(477/0)=9991625/2 مثال، عنوانبه

 .شود گرد   0/3 به باید  که antilog(47/0)=591209226/2 مثال، عنوانبه

 

 :شودمی ارائه شکل بدین 2آرنیوس  معادله:  12  مثال

(1–9) ln k = ln A −
Ea
RT

 

A  داشتن با = Ea  و 874/9 = 26/28 kJmol
 . نمایید محاسبه را کلوین 15/298 در k  مقدار 1-

 : حلراه
ln k = 9991625/2= 874/9 - (28/26 ×103) (9/314×298/15)=314/9-40/11=-1/5266⁄  

 

  بردن   کار  به  و   k  برای  معادله  حل  با   پس.  دارد  بامعنی  رقم   یک  تنها(  مانتیس)  اعشاری  شبخ

 ، داریم بالا،  در ذکرشده   قاعده

k = e−1/5266 = k  تنها  یا و 0/217 = 0/2. 

 

 3ترکیبی  ریاضی  عملیات  ˗3  ˗8  ˗1

 بیشتر  بامعنی   ارقام   تعداد  با  باید  محاسبات  هستند،   ترکیبی  تعملیا   شامل   محاسبات   کههنگامی

  شده  قرارداد ی معیارها  بر بنا. شوند انجام است، ضروری توجهقابل ،مقدار یک به رسیدن برای ازآنچه

  بامعنی   ارقام   تعداد  چه  شود  مشخص  تا   گیرندمی  قرار  مجدد   ارزیابی   مورد  پیشین  مراحل  از  یک  هر

  ، روازاین.  دهد   کاهش   را  نتایج   دقت  تواند می  متوالی  هایکردن  گرد.  بمانند   باقی  نهایی   یدرنتیجه  باید 

  یک   محاسبات  از  مرحله  هر  در  کردن  گرد  انجام  هنگام   خطا،  از  پرهیز  برای  تا  شودمی  توصیه  همواره

 
1. Anti-log 

2. Arrhenius 

3. Mixed mathematical operations 



 19 ها یریگواحدها و اندازهفصل اول: 

 

 

  هایرقم  تعداد  به  نهایی  پاسخ  سپس.  شود  حفظ  است،  توجیه  قابل  که  ازآنچه  تربیش  1معنی بی  رقم

 نمونه، عنوانبه. شودمی گرد موردنظر بامعنی 

x = )4/345 +0/0026( 28/5-3/553 × 10-3⁄ , 
x = 0/14931016 . 

عدد سه رقم اعشاری    تریندقتکمچون  ،  4/3566  جایبه)  345/4 +0026/0 =357/4  ابتدا، −

 دارد که باید در پاسخ باشد(. 

4/357   دوم،  − 28/5⁄   بامعنیرقم    3عدد    ترین دقتکم  رایز  0/152877192  جایبه)0/35=

 دارد(.

 ه ک  عدد  تریندقتکمق،  یچون در تفر  ، 149447/0  جایبه)  0/149=0/003553+ 0/153در انتها، −

 دارد(. یاست، سه رقم اعشار 153/0

  ی داشتن سه رقم بامعن  یه اگر براک  است  14931016/0  هارقمآماده با حفظ همه    به دستمقدار  

 است. ییه جواب نهاک -5/1101 ×  ا ی150/0 برابر است با شود گرد

 

 بامعنی ارقام کردن گرد ˗9 ˗1

برا  کردن  گرد انجام    معنی بی  یبا صفرها  هاآنردن  ک  نیگزیبا جا  معنی بی  هایرقمحذف    یاعداد 

رقم  شودمی اگر  آنگاه ضمن    4و    3،  2،  1،  0  معنیبی.  باکردن  گردباشد  آن ی، شخص  مقدار  از  د 

  9و    8،  7،  6،  5  معنی بی. اگر رقم  ماند می  یباق   رییبدون تغ  ین رقم بامعنیند. مقدار آخرک  نظرصرف

 .2شود میاضافه  ین رقم بامعنیواحد به آخر 1و   گرددمیشتر برآورد یباشد آنگاه مقدار آن ب

 

 د. ینک  گرد یرقم بامعن 3را تا  568/2: 13مثال  

است پس راحت است    5از    تربزرگ  معنی بین مورد، عدد  ی. در اشودمی  گرد  57/2به    568/2:  حلراه

نه وجود دارد، به  یباشد، دو گز  5  معنیبیرد، اما اگر رقم  ک  گرد  یبعد  تربزرگه آن را به عدد  ک

در  یز  ،ردنک  گرد  نییپا  ای بالا   صورترا  ب  این  دو  یعدد  ان   قرار  شده    گردد  اعددسته 

 . گیردمی

 

  

 
1. Insignificant figure 

2. Half up 
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 د. ینک  گرد یرقم بامعن 2را تا  98/5321:  14  مثال

  5300ن عدد.یاست. اگر ا  2  یندارد، تعداد ارقام بامعن  یممیز اعشارن عدد  ی، چون ا5300:  حلراه

 ست.ین حیه صحک خواهد داشت یرقم بامعن 4د( آنگاه ینک دقت  ممیز اعشارباشد )به محل 

 

 د: ینک گردر را یاعداد ز :15مثال  

 ی رقم بامعن 4تا   6541/3)ب(  ی رقم بامعن  4تا  3467/2)الف( 

  :حلراه

  1است،    5از    تربزرگ  7است. چون    7  معنی بیاست و رقم    6  ین رقم بامعنیآخر  3467/2)الف( در  

 .شودمیحذف  معنیبیو رقم   شودمیافزوده  ی ن رقم بامعنیبه آخرواحد 

  1  معنیبیرقم    کهدرحالیاست    4  ین رقم بامعنیآخر  نجای. اشودمی  گرد  654/3به    6541/3)ب(  

 . شوندمیحفظ  ی قبل هایرقمرد و تنها کد آن را حذف  ی ن، بایاست؛ بنابرامتر ک 5ه از کاست 

ن  ی. اپردازدمی  5ردن حول عدد  ک  گردن به  یردن وجود دارد. اک  گرد   یبرا  زین  گریروش د  یک

  یرقم بامعن   کههنگامی،  یموارد  نیدر چناست.    یشیافزا  ا ی  ی اهشک  نین مقدار تخمیمقدار حد وسط ب

به بالا    5رقم    فرد است  قبلی  یرقم بامعن   کههنگامیو    شودمی  گرد  نییبه پا  5زوج است رقم  قبلی  

 .1شود می گرد

 

 

 د. ینک  گرد یرقم بامعن 4را تا   6375/2: 16مثال  

ن،  یه فرد است؛ بنابراکاست    7  بامعنی رقم    کهدرحالیاست    5  معنیبین رقم  ینجا، آخریا  :حلراه

 (. 8به  7د )یرا زوج نما  ی ن رقم بامعنیتا آخر دهدمی جهیرا نت 638/2ردن ک گرد

 

 شود. گرد  یرقم بامعن 4د تا یبا 3145/2 :17مثال  

رقم  یآخر  نجایا  :حلراه بامعن  کهدرحالیاست    5  معنیبین  حالت    در  یرقم  است.   (4)  زوجاین 

 .باشد  314/2مقدار باید پاسخ  بنابراین؛  آن را تغییر داد، نباید روازاین 
  5است و  معنیبیرقم    7 که  3457/2مانند   شوندمیاغلب به شکل یک حرف با اندازه کوچک نوشته  معنیبی** ارقام  

 آخرین رقم بامعنی است.

 

 
1. Half even 
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 تمرین برای هایی مسئله ˗10 ˗1

 . تعداد ارقام بامعنی را مشخص کنید:1

 ،0040/2)الف( 

 ، 083/0)ب( 

 ،21/5×5-10)پ( 

 ، 9600)ت( 

 ، 00/7500)ث( 

 ، 80/9×710)ج( 

 . 023/6×2310)چ( 

 

 کنید:   گرد. اعداد زیر را 2

 ، بامعنیرقم  3تا  246/6509213)الف( 

 ، بامعنیرقم   1تا  0672000/0)ب( 

 ، بامعنیرقم  3تا  3518/92)پ( 

 ، بامعنیرقم  3تا  0012475/0)ت( 

 ، بامعنی رقم  2تا  004520/0)ث( 

 ، بامعنیرقم   2تا  0942/5)ج( 

 ، ( بامعنیرقم   6تا    بامعنیرقم  1تا ) 32391)چ( 

 ، (بامعنیرقم   6و  بامعنیرقم  2، بامعنی رقم  1تا ) 810482/83)ح( 

 ، بامعنی رقم  2تا  7615/0)خ( 

 ، بامعنی رقم  1تا  956/0)د( 

 ، بامعنیرقم   1تا   2/894)ذ( 

 ، بامعنیرقم   1تا  2197/8)ر( 

 ، بامعنیرقم  1تا  0126/39)ز( 

 ، بامعنیرقم  4تا  0247779/0)ژ( 

 ، بامعنی رقم  2تا  131/8516س( )

 . بامعنیرقم  2تا   00031834662/0)ش( 
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 آورید:  به دست . نتایج محاسبات زیر را 3

𝑋 )الف( =  ، بامعنیرقم  3تا  570/19+4/62

𝑌 )ب( =  ، بامعنیرقم   4تا  0002138/0-07215/0

𝑍 )پ( =  ، بامعنیرقم  1تا  0/98×030/0

𝑊 )ت( =  ، بامعنیرقم   4تا  568/9÷61457/4

𝑉 )ث( =  ، بامعنیرقم  2تا  862/3×62/0

𝑈)ج(  =  ، بامعنی رقم  3تا  5/82÷3186/2

𝐾 )چ( =  ، بامعنی رقم  1تا  612368-712368

𝐴 )ح( =  (1/2673×107) (3/95×10-4)⁄  ، 

𝐹 )خ( =  (14/5×12) (35/6÷6/09)⁄ ، 

𝐿= ((8/325×103)×(3/1729×10-7))  )د(  . بامعنی رقم  4تا   ⁄((10-5×7/2126)×3/9641)
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 مقدمه  ˗1 ˗2

خطا  هایکمیتی  هاگیری اندازه با  همواره  را    فیزیکی  چیزی  هیچ  زیرا  هستند  با    تواننمی همراه 

این    گیریاندازهقطعیت   از  از شودمییاد    1خطا  عنوانبه  قطعیتعدمکرد.  ریاضی  بیان  یک  خطا   .

تصحیح کرد )مانند اشتباه   توانمیدانست. اشتباه را  ارزهم 2است. خطا را نباید با اشتباه قطعیتعدم

شناسایی،    خطا  وتحلیلتجزیهخواندن نادرست مقدار و غیره(.  محلول یا    سازیآمادهضمن محاسبات یا  

تسهیل    گیریاندازه را  خطا  حذف  را    هایروشو    نمایدمیو  تجربی   توانمندتر و    تردقیق آزمایش 

، روازاین  . شودمی، مقادیر زیادی خطا در محاسبات وارد هاکردن  گردو    ها زدن. ضمن تقریب  سازدمی

کمک   خطا  ساختن  کمی  و  خطا  ماهیت  از  آزمایش    کند میآگاهی  شیوه  اطمینان   موردنظرتا  با 

که یک    شودمیمشخص  ، اگر خطاها بیش از حدود مجاز باشند، آنگاه  به علاوهتری تفسیر شود.  بیش

یا   آزمایش  را  از    ایمجموعهروش  از  مشاهدات خاص  باید  یا  کرد    . کرد  نظرصرف  هاآنباید حفظ 

و دقت    هایروشدرباره    کههنگامیخطا    وتحلیلتجزیه  محاسبات کامپیوتری؛ که صحت  و  عددی 

 است. برخورداراهمیت بیشتری از  شودمیبیشتری نیاز دارند؛ صحبت 

خطاهای    طورکلیبهخطاها   دسته  دو  خطاهای  معین)سیستماتیک  در  و    ( نامعین) تصادفی  ( 

کرد    توانمیرا  معین  . خطاهای  شوندمی  بندیطبقه  تصحیح  و  داد  خطاهای    کهدرحالیتشخیص 

 حذف کرد.  تواننمیتصادفی را 

ابزارهای  گیریاندازهابهام در مورد  به  عدم قطعیت   با  دارد. حتی  کهاشاره  کالیبره    درستیبه  ی 

، همواره یک شوندمیانجام    هاگیری اندازه  کههنگامیو غیره(،    هاساعت)دماسنج، خط کش،    اندشده

  تواند میعدم قطعیت بازه مقادیر محتملی است که یک کمیت فیزیکی    از ابهام وجود دارد.   ایحاشیه 

گزارش   کمیت ، مقدار واقعی شوندمینتایج تجربی گزارش    کههنگامیداشته باشد.    گیریاندازهضمن  

مقادیر گزارش    ایبازهبلکه    شودنمی مقادیر    دباید مشخص کن  شخصو سپس    شوندمی از  آیا  که 

 . یا خیر مقادیر عدم قطعیت هستند بازهدر  موردقبول

.  اثرگذارند  هاگیریاندازههستند که بر    3عوامل متعددی شامل دما، فشار، رطوبت و کالیبراسیون 

هر بار  در  ، آنگاه  شودمیی متعددی برای یک کمیت فیزیکی یکسان انجام  هاگیریاندازه  کههنگامی

. در واقع، عدم قطعیت  آید می  به دست هاگیریاندازهنسبت به سایر  اندکی متفاوت    گیریاندازهمقدار  

نتایج را    اطمینانقابل)عدم قطعیت بازه    بخشدمیقابلیت اطمینان    محدوده مشخصیدر یک  به نتایج  

و حد    4، باید دو اصطلاح، یعنی بازه گیریاندازه. برای کمیّ سازی ابهام موجود در  (نماید میمشخص  

 
1. Error 

2. Mistake 

3. Calibration 

4. Interval 
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،  دهد میرا نشان    گیریاندازهدر    عدم اطمینانپهنای  حاشیه یا    عرض  ،. بازهتعریف شوند  1اطمینان 

مطمئن بود که مقدار واقعی در آن بازه یا   توانمیچقدر که  دهد میاطمینان نشان  سطح کهدرحالی

 . حاشیه قرار دارد

 عدم قطعیت ±= بهترین تقریب گیریاندازه

  ( m  15/0ی دارد )مترسانتی  15متر طول با یک عدم قطعیت    3نمونه، یک سیم مسی    عنوانبه

 نمایش داده شود زیر صورتبه  تواندمیکه 

 .m 0/3±15/0=طول 

. این بدان  شودمی% گزارش  95با میزان اطمینان    m 0/15±3/0اینجا طول سیم مسی به شکل  در  

در    کههنگامیمتر است. در واقع    15/3و    85/2% طول سیم مسی بین  95معنی است که با قطعیت  

، بلکه درصد عدم  کنندنمیرا محاسبه    درصد خطا   ها آن،  خوانندمیرا    ها دادهآزمایشگاه، دانشجویان  

  تقریبا که مقدار واقعی مشخص باشد و    شودمیخطا هنگامی محاسبه  .  کنندمیقطعیت را محاسبه  

 است. غیرممکندانستن مقدار واقعی حقیقی  

را بهبود ببخشد حائز اهمیت است. به    گیریاندازهکیفیت    خواهد میفرد    ازآنجاکهعدم قطعیت  

اری از موفقیت  معی  عنوانبهکالیبراسیون یا انجام آزمایش، عدم قطعیت    م همین دلیل است که هنگا

باید حداقل سه    گیریاندازه،  هاگیریاندازهو یا شکست باید ذکر شود. برای پرهیز از عدم اطمینان در  

اول مورد توجه قرار نگرفته است ممکن است در    گیریاندازه، خطایی که در  درنتیجهبار انجام شود.  

 بعدی مشخص شود. گیریاندازهدو 

  انجام شود   ها گیریاندازهمحاسبات آماری روی    ممکن است   ها گیریازهاندبرای تأیید بیشتر اعتبار  

انجام    هاگیری اندازه از    ایمجموعه ، اگر  بر این اساس  .آیند  به دست  هادادهتا خطا و عدم قطعیت در  

  . تعداد بیشتردهدمی  به دستبرآوردی از مقدار واقعی را    هاگیری اندازههمه    2د، آنگاه میانگیننشو

خواهد بود، به    ترنزدیک، میانگین بهتری که به مقدار حقیقی  (3ها خوانش)  شده ثبت  ها گیری اندازه

، عدم قطعیت زیادی برای آن کمیت اندمتفاوتی تکرار شده  هاگیری اندازه  کههنگامی.  دهد میدست  

اما   است(  زیاد  )پراکندگی  دارد،  وجود  نیز  فیزیکی  احتمال  که  این  دارد  تمام    ینمیانگوجود 

بیانگر    هاگیری اندازه زیاد  پراکندگی  نماید.  ارائه  را  واقعی  مقدار  برآورد  استبهترین  تفاوت   آن  که 

 متعارف برای یک آزمایش یکسان وجود دارد. روش    شدهثبت  هاگیریاندازهبسیاری میان مجموعه  

که چگونه   دهد مینشان    معیاراست. انحراف    4معیار انحراف    ها گیری اندازه  پراکندگی میزان  کمی سازی  

 
1. Confidence limit 

2. Average 

3. Readings 

4. Standard deviation 
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 2میانگین   عموما  از انحراف  معیار. انحراف  شودمیمنحرف    1میانگینیا    متوسطیک مشاهده از مقدار  

 . شودمیاست و بیشتر توسط متخصصین آمار و دانشمندان بکار برده  تربزرگ

مقدار سه بار تکرار شده است و هر بار  آن  که توزین   توزین یک قطعه آلیاژ مس را در نظر بگیرید

  گرم. میانگین  165/1و    275/1،  213/1،  به ترتیب مقادیر  نمونه  عنوانبهاست    آمدهدستبهجرم متفاوتی  

 است: 217/1ی بالا هاگیری اندازه

=میانگین  (1–2) 
1/213+1/275+1/165

3
= 1/217. 

 .شودمیمعمولا  برای نمایش نتایج بدین شکل محاسبه  انحراف میانگین

(2–2 ) |213/1-217/1| = 004/0, 
(2–3) |275/1-217/1| = 058/0, 
(2–4) |165/1-217/1| = 052/0. 
 . شودمیمحاسبه  038/0  این اساس انحراف میانگینبر 

=انحراف میانگین  (5–2)
052/0+058/0+004/0

3
= 038/0, 

 بنابراین،

=درصد انحراف میانگین  (6–2)
038/0
217/1

× 100 =%12/3 

میانگینجهتازاین  انحراف  درصد  اغلب%  12/3  ،  اما  عدم    معیارانحراف    ،است  نمایش  برای 

 :از عبارت است  معیار. همچنان که انحراف شودمیبکار برده   هاقطعیت

(2–7) s = √
∑ (xi − x̅)2
n
i=1

n − 1
, 

(2–8) s = √
(004/0)2 + (058/0)2 + (052/0)2

3− 1
, 

s = 055/0. 
انحراف  درنتیجه درصد  است5/5  معیار،  روش    %  یک  وکه  نمایش    ترمتداول  استاندارد  برای 

 انحرافات است.

 

 

 
1. Mean 

2. Average deviation 
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 خطاهای سیستماتیک   -

منابع    خطاهای سیستماتیک و    توانمیرا    ها آنخطاهایی هستند که  نمود  قابل    روازاینشناسایی 

که یا خیلی    شوندمی ایشده گیریاندازهحذف هستند. خطاهای سیستماتیک اغلب منجر به مقادیر 

مثبت یا    توانندمیکه    شوندمی»خطاهای صفر« نیز نامیده    این خطاهابالا و یا خیلی پایین هستند.  

 کرد:  بندیطبقهرا در چهار نوع  هاآن توانمی،  به علاوه منفی باشند. 

از کالیبراسیون ضعیف  این:  خطاهای دستگاهی(  1) یا  ، قطعنوع از خطا  نوسان  ه معیوب دستگاه 

 واسطه بهممکن است  کالیبره نشده،    درستیبه. یک دستگاه که  گیردمیبرق سرچشمه  جریان  

که  وع  دهد  نمایش  کالیبره  تواند میامل محیطی خطای صفر  شود.    با  تصحیح  دستگاه  کردن 

دمای    ،در آب جوش  وریغوطه هنگام    کالیبره نشده  درستیبهنمونه، یک دماسنج که    عنوانبه

متفاوتی را در خود   هایحجم  ، حجمی  هایبالنها و  . پیپتدهدمینشان  را    گرادسانتیدرجه    103

 .کنندمی تربزرگ بعدی  هایقرائتدر را فقط خطا  ها نوع خطا این، روازاین. دهندمیجای 

خطای  2) شخص:  ای مشاهده(  خطای  خطاها    یا  انواع  خطایاین  دلیل  در    به  جریان شخص 

باشند: استفاده نادرست از    موارد ذیل این خطاها ممکن است شامل  .  شوندمی  ایجاد  اتمشاهد

، ابهام در قرائت مقادیر، قضاوت ضعیف یا  دقتبیآزمایشگاهی، توزین نامناسب و    هایدستگاه

در خواندن مقیاس متر، بالا و یا پایین خواندن   منظراختلاف  ازجملهیا ابهام رنگ    داوریپیش

 نمود. اصلاحبا آموزش و تجربه مناسب  توانمیاین خطاها را  . 1سطح انحنای سیال

الگو    سازیساده  منظوربهاگر شخص    : نظری  ی( خطا3) از  (  2)سیستم مدل در سامانه  یکی  برای 

نمونه، اگر فرد فرض    عنوانبه.  شودمیی نظری ایجاد  ، آنگاه خطاشرایط تقریبی در نظر بگیرد

ی نظری را  این خطا  طورقطعبه، آنگاه  دهد نمیدما را تغییر    شده قرائتمقدار  کند که فشار جو  

 . نمایدمیوارد   هاقرائتدر 

خطا    : روش( خطای  4) نوع  روی  این  سامانه  دهد میزمانی  یا    ،موردبررسی  که  شیمیایی  از  اعم 

نامنظم   ، فیزیکی متغیر  رفتار  باشد.    و  )مانند    برایداشته  جانبی  واکنش  وقوع   نمونه، 

فرّرسو-هم انحلال  اریّبی(،  عدم  تجزیه  ت،  سرعت  ها گونه رسوبات،  ثابت  یا    غیرمنتظره،  )آرام 

با توسعه که    انواع خطاهاست  ترینجدیخطا از    واکنش و غیره. این   هایگونه  ثباتی بیسریع(،  

 اصلاح کرد. آن را  توانمیمناسب  هایروش

 
1. Meniscus 

2. Model system 
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حذف نمود و به دنبال    توانمیشوند،    شناسایی آنکه    محضبهبالا را    تمام خطاهای سیستماتیک

 آن نتایج بهبود خواهند یافت. 

 
 

 خطاهای تصادفی   -

نامیده   نیز  نامعین  خطاهای  تصادفی،  خطاها.  شوند میخطاهای  است    این  تغییر    درنتیجهممکن 

ناگهانی در شرایط تجربی مانند تغییر در دما، رطوبت، جریان و موارد دیگر روی دهند. منابع چنین 

نامشخص هستند   این خطاها همچنین   است.  غیرممکندشوار یا    ها آن، حذف  روازاین  و خطاهایی 

مشابه    هایقرائت  )بازخوانی(  بازآفرینیدر    (آزمایشگر)  تحلیلگرشخص  ناتوانی    درنتیجهممکن است  

با  بار  . برای نمونه، اگر وزن توپی چهار  کنندمیتبعیت    وسیاخطاهای تصادفی از توزیع گ  روی دهد.

 27/20،  25/20،  20/ 23  صورتبهشده باشد و نتایج    گیریاندازه  ی، یکسان  گیریاندازهاستفاده از ترازوی  

بیشتری   های قرائتتعداد    توانمیبنابراین، برای اجتناب از این خطا،  ؛  آیند می  به دست گرم   26/20و  

 . شودمیانجام داد و سپس میانگینی از تمام مشاهدات محاسبه 
 

 

 نسبی و  مطلق  قطعیت عدم ˗2 ˗2

  بندیطبقهمطلق و نسبی    عدم قطعیت  صورتبهمشابه خطای مطلق و نسبی    توانمیعدم قطعیت را  

  که درحالی  کندمیرا منعکس    گیریاندازهپهنای نوار عدم قطعیت در یک  کرد. عدم قطعیت مطلق  

مربوط به آن است. عدم قطعیت    گیریاندازه، نسبت عدم قطعیت مطلق و مقدار  عدم قطعیت نسبی

 نسبی مانند خطای نسبی بدون بُعد است.

 عدم قطعیت نسبی  = مطلقعدم قطعیت /گیریاندازهمقدار 

 درصد عدم قطعیت نسبی  = 100عدم قطعیت نسبی×

که   شود  اشاره  باید  نیست.    صحتاینجا،  قطعیت  عدم    صحت  کهدرحالیهمانند  است،  کیفی 

استفاده    هاقطعیت( هنگام بحث در مورد خطاها و عدم  ±منفی )-کمیّ است. علامت مثبت  تقطعی

 . شودمی
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 2و دقت  1صحت-

نشان    صحت مقدار    دهد می)درستی(  مقدار    شده مشاهدهکه  به  مقدار  است،    حقیقیچه  نزدیک 

دارند.    خوانیهممتفاوت چه مقدار با یکدیگر    شدهمشاهدهکه مقادیر    دهدمینشان    دقت  کهدرحالی

شناخته    3تکرارپذیری  عنوانبهدقت   یکشودمینیز  ناصحیح   گیریاندازه  .  و  دقیق  است  ممکن 

و محاسبات هستند.    ها گیری اندازه  ناپذیرجداییجزء  . در علوم، صحت و دقت  برعکس)نادرست( باشد و  

یا پراکندگی خطا از    حددر ارتباط با هر مقدار وجود دارد، دقت    ، همیشه خطاییگیریاندازهضمن  

(  گیریاندازهدقت )برای    . این مستقل از مقدار صحیح حقیقی است.کندمی  گیریاندازهمقدار واقعی را  

  گیریاندازهانحراف خطاها نیز بیان شود. یک    برحسب  تواندمیولی    شودمیبیان    ها رقمتعداد    برحسب

 است.  دورقمی گیریاندازهاز یک  ترقدقی رقمیسه 

قرائت    عنوانبه آزمون   شدهکسب  های نمرهنمونه، فرض کنید شش  دانشجویان در یک  توسط 

 2/3،  2/3،  5/3،  2/3،  1/3  صورتبه  اشتباهبه  هاآن، اگر  5/8و    2/8،  2/8،  5/8،  2/8،  1/8از    اندعبارت

 بارگذاری شوند.  وبدر فضای  5/3و 

اینجا صحت   اند شدهثبتنمراتی که  آنگاه،   همچنان دقیق هستند اما صحیح )درست( نیستند. 

 دارند.  ایعمده هایتفاوتزیرا که نمرات واقعی و نمرات بارگذاری شده  یابد میکاهش  شدتبه

 

خطا تفاوت میان مقدار    کهدرحالیمشابه، خطا را نباید با عدم قطعیت اشتباه گرفت.    صورتبه

در مورد مقدار   (عدم اطمینان)  ابهام  سازیکمیّشده است، عدم قطعیت    گیریاندازه حقیقی و مقدار  

از یک منبع مشخص قابل تصحیح است اما وقتی منبع    است. هر خطایی   گیریاندازه خطا  حاصل 

کاملی    گیریاندازهممکن است هرگز  .  شودمینامشخص است، به چنین خطاهایی عدم قطعیت گفته  

نشود  انجام  دهد،  نشان  را  فیزیکی  مقدار  یک  واقعی  مقدار   هاگیریاندازهاغلب    روازاین ،  که 

عدم    مندندعلاقهبه آن    ها آزمایش، آنچه دانشمندان در  درنتیجه  از مقدار حقیقی هستند.  هایی تقریب 

 قطعیت است.

 

 4قطعیت  عدم انتشار ˗3 ˗2

خطاهای تصادفی    کهدرحالیاصلاح کرد    توانمیرا اگر منبع آن مشخص باشد    خطاهای سیستماتیک

فیزیکی( هستند که درجه   هایکمیتمحاسبات شامل اعدادی )از    ازآنجاکهاصلاح کرد.    تواننمیرا  

 
1. Accuracy 

2. Precision 

3. Reproducibility 

4. Propagation of uncertainty 
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در صورت داشتن  هم  هاقطعیتهمراه است، عدم    هاآن( با مشخصی از عدم قطعیت )خطای تصادفی

عیت نیز باید  عدم قطجرم    گیریاندازهترکیب شوند. برای نمونه، هنگام    توانندمی،  واحدهای یکسان

از    یمحاسبهی جرم ذکر شود. این روند  واحدها  برحسب متعدد    هایکمیتیک کمیت با استفاده 

نامیده    1ها دادهکاهش   تفریق،  شودمینیز  جمع،  مانند  ریاضی  پایه  عملیات  شامل  محاسبات  این   .

و  منتقل شودسپس ممکن است این عدم قطعیت به نتیجه نهایی محاسبات تقسیم و ضرب هستند. 

 . شودمینیز گفته  هاقطعیتترکیب عدم فرایندها  . به اینشودمیانتشار عدم قطعیت نامیده  روازاین 

 . کنندمیدر عملیات محاسباتی از قواعد ساده زیر تبعیت   هاقطعیتانتشار عدم  

 

 ( جمع و تفریق 1)

  صورت به  گیریاندازه مربوط به سه    هایقطعیتعدم    𝑒3و    𝑒1  ،𝑒2ضمن انجام جمع و تفریق، اگر  هرگاه  

𝑥 + 𝑒1   ،  𝑦 + 𝑒2       و𝑧 + 𝑒3   ( باشند، آنگاه عدم قطعیت مطلق𝑒)    به دستبدین شکل  حاصل  

 : آیدمی

(2–9) e = √e1
2 + e2

2 + e3
2 . 

 

±16/2 صورتبهبه ترتیب  cو   a  ،bسه مقدار   :1مثال   02/0،  46/1± 67/4و   15/0 ± داده   04/0

 ، تعیین کنید شودمیبرآورد  10-2را که شکل معادله  dمتغیر  مقدار . اندشده

(2–10) d = a − b + c.  

𝑑 :حلراه = 16/2− 46/1+ 37/4± 𝑒=07/5± 𝑒 

  9-2که با استفاده از معادله    عدم قطعیت مربوط به نتیجه است  eپاسخ حسابی است و    07/5

 . قابل حصول است

(2-11 ) e = √(02/0)2 + (15/0)2 + (04/0)2 = 15/0, 

𝑑  بنابراین، نتیجه نهایی ؛  شودمیعدم قطعیت مطلق شناخته    عنوانبه  این مقدار = 07/5± 15/0  

 خواهد بود.

 .است محاسبهقابلبه این صورت  مشابه، درصد عدم قطعیت صورتبه

=درصد عدم قطعیت  ( 12–2)
15/0
07/5

× 100 = 0/3% , 

 
1. Data reduction 
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±07/5  برابر با  درصد عدم قطعیت برحسببنابراین، نتیجه   است. (3%)
  گرد پرهیز از خطای    منظوربهزیروند( در مقدار عدم قطعیت    صورتبهاضافی )   معنیبیم بامعنی، یک رقم  ا رقا   جزبه**  

 . شودمیبعدی در محاسبات، حفظ   کردن

 

   ولیتر  میلی  (03/0±)85/16  قرائت اولیه و نهایی یک بورت ضمن یک تیتراسیون به ترتیب:  2مثال 

 چقدر است؟از بورت  شدهمنتقلهستند. عدم قطعیت در حجم  لیترمیلی (±03/0)03/0

عبارت  تفاوت بین حجم اولیه و نهایی است، حجم جابجا شده    شدهمنتقل حجم    ازآنجاکه  :حلراه

 : از است

(2–13) 85/16(±03/0) − 03/0(±03/0) = 82/16(±e),  

 ،کهطوری به

(2–14) e = √(03/0)2 + (03/0)2 = 042/0. 
ضمن انتقال حجم    برآینداست، عدم قطعیت    03/0عدم قطعیت مربوط به هر قرائت   اگرچهاینجا،  

 است.  04/0

 

 گزارش عدم قطعیت چند رقم باید حفظ شود؟  برای

. تنها اگر 023/0 جایبه 02/0. برای مثال،  شوندمیاغلب تا یک رقم بامعنی ارائه    هاقطعیتعدم  )الف( 

شدددروع شدددود، آنگداه در چنین مواردی عددم قطعیدت تدا دو رقم بدامعنی بیدان    1عددم قطعیدت بدا  

 . برای نمونه،شودمی

5/23± ±5/23 نادرست 23/0  درست 2/0

7/13± ±7/13 نادرست 1/0  درست 15/0

7/98± 7/98 نادرست 2/3 ±  درست 3

.  شوندمی  گردی تجربی به تعداد ارقام اعشاری مشابه با عدم قطعیت  هاگیریاندازه)ب( همچنین،  

 ،برای مثال

378/45± 3/45 نادرست 0/1 ±  درست 0/1

خیلی بزرگ  ا  هتفاوت   کهدرصورتی . تنها  باشند داشته    پوشانیهمباید   هاگیریاندازهعدم قطعیت  )پ(  

  دقت بیمشاهدات    هاآن،  این صورت؛ در غیر  شوندمیواقعی در نظر گرفته    هاگیریاندازهد،  ننباش

 . شوندمیدر نظر گرفته  و پراکنده 
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56/0ی هاگیری اندازهبرای نمونه،          ± 68/0  و   02/0 ± در توافق با هم نیستند زیرا پراکندگی    02/0

  و  58/0به ترتیب )  گیریاندازه)مقادیر کمینه و بیشینه دو    کندنمی  پوشانیهم  وجههیچبه  ها آن 

54/0( و  هستند(،  66/0  و  7/0(  56/0  ی هاگیریاندازه  کهدرحالی(  ± 68/0  و     06/0 ± 07/0  

 است. قبولقابلواقعی و   هاگیریاندازه از . اینجا دومین مجموعه کنندمی پوشانیهم

نمونه،   عنوانبهاست.    تردقتکم)ت( نتیجه باید تعداد ارقام بامعنی مشابه با کمیتی داشته باشد که  

𝐴  مساحت دایره با = 𝜋𝑟2     که    شودمیمحاسبه  1415927000/3  به علت آنکه مقدار آن تا 

است؛ بنابراین    مترسانتی  5/2  با  برابر  r  کهدرحالیمشخص است، تعداد زیادی رقم بامعنی دارد،  

 ، وابسته خواهد بود. است بامعنی رقم  2با تنها  rکه   تردقتکمنتیجه به کمیت 

 

 تقسیم ( ضرب و  2)

باید عدم قطعیت مطلق به درصد عدم قطعیت  ابتدا  ضمن عملیات حسابی مانند ضرب و تقسیم، 

 . شودمیحسب درصد عدم قطعیت بدین شکل تعریف  برتبدیل شود و سپس عدم قطعیت 

(2–15) e = √(%e1)2 + (%e2)2. 

 . عبارت زیر را ارزیابی کنید  :3مثال  

(2–16) d =
36/3± 04/0
07/1± 02/0

, 

 :به صورت زیر نوشتعملیات بالا را برحسب درصد عدم قطعیت  توانمی :حلراه

(2–17) d =
36/3± 2/1%
07/1± 8/1%

, 

(2-18) d = (07/1÷36/3) ± e, 

(2–19) d = (14/3) ± e, 
 ،که در آن

(2–20) e% = √(%e1)2 + (%e2)2, 

 یا 

(2–21 ) ∆e

e
= √(

∆e1
e1
)
2

+ (
∆e2
e2
)

2

, 
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(2–22 ) e% = √(2/1)2 + (8/1)2 = 1/2% , 
 بنابراین،

𝑑  (درصد عدم قطعیت برحسب). = (14/3) ± 1/2% 

 درنتیجه درصد عدم قطعیت  باید  (،  eبرای تبدیل معکوس به عدم قطعیت مطلق )و محاسبه  

14/3بدین شکل که   شودضرب  × 1/2% = 065/0 ≈ 07/0 

𝑑  عدم قطعیت مطلق( برحسب). = 14/3± 07/0  

 

  ترکیبی  عملیات(  3)  

مانند جمع و ضرب ارائه شود، در چنین مواردی، در صورت    حسابی  عملیات ترکیبی از    کههنگامی

 . شوند میو سپس ضرب و تقسیم انجام عملیات جمع و تفریق عملگرهای جمع و تفریق ابتدا وجود 

 

کنید  : 4مثال   𝑎  فرض  = 76/3± 02/0    ،𝑏 = 42/1± 𝑐  و  01/0 = 03/2± را   d  مقدار    04/0

 . محاسبه کنید

(2–23 ) d =
a − b

c
. 

 : باشد زیر صورته بباید  𝑑 بر این اساس :حلراه

(2–24) d =
(3/76± 0/02) − (1/42± 0/01)

03/2± 04/0
. 

 : شودمیکه چنین تعیین  گردد میابتدا، صورت کسر ارزیابی 
(3/76− 42/1) ± 𝑒 = 34/2± 𝑒, 

 ،که

(2–25) 𝐞 = √(02/0)2 + (01/0)2 = 02/0 . 
 : بنابراین، مخرج کسر برابر است با

±34/2  عدم قطعیت مطلق( برحسب), 02/0 

±34/2  درصد عدم قطعیت( برحسب).  9/0% 

 ،در نتیجه

(2–26) d =
34/2± 0/02
03/2± 04/0

 , 

(2–27) d =
34/2± 0/9%
03/2± 2/0 %

= 1/15± 𝑒, 
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 ،که

(2–28) e = √(9/0)2 + (0/2)2 = 19/2, 

 𝑑 = 1/15± 19/2% , 
d = 15/1± 025/0. 

نتیجه    01/0مرتبه  از    اولیه  عدم قطعیت  ازآنجاکه است،  اعشاری  تا  نجایگاه  باید  جایگاه    01/0یز 

 شود. گرداعشاری 

 1ها توان  ضربحاصل(  4)  

 : مانند تابع زیر باشند 2اگر متغیرها شامل نماها 

(2–29) z = xmyn. 

 . آیدمی به دستزیر  صورتبه zدر یک عبارت جمع ساده، عدم قطعیت در 

(2–30) 
Δz

z
= |m|

Δx

x
+ |n|

Δy

y
. 

 :نوشتچنین  توانمی، آنگاه  شود( استفاده هامربع )ریشه مجموع  3مربع سازی یا  مربعاتاگر از 

(2–31) 
Δz

z
= √(

mΔx

x
)
2

+ (
nΔy

y
)
2

, 

 

𝑎  فرض کنید :  5مثال  = 61/2± 2/0  ،𝑏 = 7/3± 𝑐و  36/0 = 8/1± را ارزیابی   dمقدار 65/0

 : کنید، اگر

(2–32 ) d =
ab3

√c
. 

 : شودمینتیجه عملیات حسابی  از :حلراه

𝑑 = 539/98 ± 𝑒, 
 :از عبارت است eکه 

(2–33) 

e

539/98
= (

2/0
61/2
) + 3 (

36/0
7/3
) + 5/0 (

65/0
8/1
) 

              = 105/54, 
 ،بنابراین

𝑑 = 98 ± 0/54 . 

 
1. Products of powers 

2. Exponents 

3. Quadrature 
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ممیز و از عبارات بعد از    شودمیچون عدم قطعیت بسیار بزرگ است، تنها دو رقم بامعنی حفظ  

 .شودمی نظرصرفی اعشار

𝑋  شکلبه    این کمیت  مدنظر باشد، آنگاه ممکن است  𝑋2  اگر عدم قطعیت در × 𝑋   شود    ارزیابی

ضرب   قاعده  باید  توان  مورداستفادهو  قاعده  عوض  در  اما  گیرد  استفاده قرار  نماها  برای   ها 

  X  باید مستقل از یکدیگر باشند مانند  هاگیری اندازهزیرا برای قاعده ضرب، متغیرها ضمن  ؛  شودمی 

 ، هر دو یکی هستند.X2  ، اما در موردY و

 

 ( ضرب در یک مقدار ثابت 5)

وجود داشته باشد و لازم است که کمیت در   گیریاندازهقابلاگر هر نوع عدم قطعیتی در هر کمیت  

 .شودمیثابت ضرب شود، آنگاه عدم قطعیت نیز در همان ثابت ضرب  مقدار یک
 

0/4  عدم قطعیت در اضلاع مربع  کهدرصورتی:  6مثال   ± 3/0 cm     باشد عدم قطعیت مرتبط با محیط

 مربع را محاسبه کنید. 

±16  در بالا، محیط باید  ذکرشدهگرفتن قاعده    در نظرو با    × طول ضلع  4چون محیط=  :حلراه

2/1 cm  .باشد 
 

𝑎  فرض کنید  :7مثال  = 0/3± 2/0  ،𝑏 = 3/1± 𝑐و   5/0 = 2/5±  را بیابید  zمقدار 02/0

(2–34) z = ab + c3. 

. سپس این دو کمیت  𝑐3  و سپس  شودمیبا خطاها محاسبه    𝑎𝑏  در این مورد، ابتدا کمیت  :حلراه

 . شوند میجمع  هاآنجداگانه با خطاهای مربوط  صورتبه

𝑎𝑏   و𝑐3  دنشومیزیر محاسبه  صورتبهابتدا: 

𝑎𝑏 = 3/9± 5/1, 
𝑐3 = 6/140± 93/0, 

 ،بنابراین

𝑧 = 5/144 ± 8/1 . 
 

 توابع نمایی و لگاریتمی(  6)

axyبرای تابع    . آیدمی به دست این صورت، درصد عدم قطعیت به =

(2–35) %ey = a ∙ %ey. 

xyمشابه برای تابع   طوربه log= عدم قطعیت در ،y  آیدمی به دست این صورتبه . 
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(2–36) ey =
1

ln(10)
ex
x
≈ 4342/0

ex
x
. 

 (. 1–2جدول ) شوند می بندیجدول هاآنمربوط به   هایقطعیتمشابه، سایر توابع و عدم  صورتبه 
 

 ها آن به  مربوط قطعیت  عدم  و توابع  :1–2جدول

 تابع  قطعیت  عدم 

(2–37 ) 
x

e
e x

y =
 

xy ln=
 

(2–38 ) 
ey

y
= ln(10) ex ≈ 3026/2 ex y = 10x 

(2–39 ) 
x

y
e

y

e
=

 

xey =
 

 

3در تابع  :8مثال   xy  چقدر است.  y  % باشد، عدم قطعیت3برابر    xعدم قطعیت   کهدرصورتی،  =

 زیر خواهد بود صورتبه y ( عدم قطعیت35-2با استفاده از معادله ) :حلراه

%𝑒𝑦 =
1
3
(3%) = 1% . 

 

±18/4 برابر با pHبا استفاده از مقدار :  9مثال   را محاسبه کنید  [+H]  ، مقدار عدم قطعیت در03/0

 ،اگر

(2–40 ) pH=− log[H+]. 

 : ( را به این شکل نوشت40-2معادله ) توانمی :حلراه

(2–41) 10−pH = [H+]. 

−=x کهطوری به  y=[H+]  دهیم قرار می pH 
 y = 10−4/18 = 60/6 × 10−5, 

(2–38) 
ey

y
= ln(10) ex ≈ 3026/2 ex, 

 
ey

60/6 × 10−5 = 3026/2 × (03/0), 
 ey = 4/0 × 10−5. 

[+H] از عبارت است  [+H] دم قطعیت درع بنابراین  = 60/6(45/0)× 10−5 M. 
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 1مجموع مربعات

  و...   𝑥  ،𝑦  ،𝑧  تابعی ازکه  را    𝑓  توانمی،  با استفاده از انحراف معیار  هاقطعیتترکیب عدم    منظوربه

,𝑓(𝑥  صورتبه است  𝑦, 𝑧, … نسبت  𝑓 جزئی از گیریمشتقرا با  𝑓 سپس عدم قطعیتبیان نمود،  (

 :دیفرانسیل کل عبارت است از  پس به هر یک از متغیرها نوشت. 

 

𝑑𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, … ) = (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
) 𝑑𝑥 + (

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) 𝑑𝑦 + (

𝜕𝑓

𝜕𝑧
) 𝑑𝑧 + ⋯. 

،  𝑥  ،∆𝑦∆  از  اندعبارتکه    نوشت  و...   𝑥  ،𝑦  ،𝑧ر  خطا د  صورتبهرا    و...   𝑑𝑥  ،𝑑𝑦  ،𝑑𝑧  ممکن است

∆𝑧 ...و  . 

∆𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, … ) = |
𝑑𝑓

𝑑𝑥
| ∆𝑥 + |

𝑑𝑓

𝑑𝑦
| ∆𝑦 + |

𝑑𝑓

𝑑𝑧
| ∆𝑧 +⋯. 

 :نوشت توانمی، آنگاه  شوندمحدود  𝑦و   𝑥   فقط به متغیرهااگر 

𝛥𝑓2 = (
𝑑𝑓

𝑑𝑥
)
2

𝛥𝑥2 + (
𝑑𝑓

𝑑𝑦
)
2

𝛥𝑦2 + 2𝛥𝑥𝛥𝑦
𝑑𝑓

𝑑𝑥

𝑑𝑓

𝑑𝑦
 . 

 : خواهیم داشتبسیار کوچک است،  𝑥∆𝑦∆ ازآنجاکه

𝛥𝑓2 = (
𝑑𝑓

𝑑𝑥
)
2

𝛥𝑥2 + (
𝑑𝑓

𝑑𝑦
)
2

𝛥𝑦2 . 

به صورت زیر معادله بالا را    یمتوانمی، آنگاه  باشند  𝑦و    𝑥   اگر انحراف معیارها تغییرات اندک در

 (:)روش انحراف معیار بنویسیم

𝜎𝑓
2 = (

𝑑𝑓

𝑑𝑥
)
2

𝜎𝑥
2 + (

𝑑𝑓

𝑑𝑦
)
2

𝜎𝑦
2 , 

𝜎𝑓 = √(
𝑑𝑓

𝑑𝑥
)
2

𝜎𝑥
2 + (

𝑑𝑓

𝑑𝑦
)
2

𝜎𝑦
2 . 

 . شوندمیانحراف معیارها چنین تعریف  برحسب ها قطعیت، عدم درمجموع، روازاین 

 :چنین نوشت توانمیرا  𝜎𝑟  برآیند( ضمن انجام جمع و تفریق، عدم قطعیت 1)

𝜎𝑟 = √𝜎𝑥
2 + 𝜎𝑦

2 + 𝜎𝑧
2, 

 مربوط به متغیرها هستند.  معیارانحراف  𝜎𝑧و   𝜎𝑥  ،𝜎𝑦که در آن 

 
1. Summation of quadrature 
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تقسیم    کههنگامیمشابه،    صورتبه(  2) و  را   توانمی،  هستندمحاسبات شامل ضرب  عدم قطعیت 

 : چنین نوشت

𝜎𝑟
𝑟
= √(

𝜎𝑥
𝑥
)
2
+ (
𝜎𝑦

𝑦
)
2
+ (
𝜎𝑧
𝑧
)
2
. 

𝑟  تابع نمایی( 3) = 𝑥𝑦 صورت به 
𝜎𝑟
𝑟
= 𝑦 (

𝜎𝑥
𝑥
). 

𝑟  ی( تابع لگاریتم4) = 𝑙𝑜𝑔(𝑥) صورت به 

𝜎𝑟 = 434/0 (
𝜎𝑥
𝑥
). 

𝑟  ( لگاریتم معکوس5) = 𝑎𝑛𝑖𝑙𝑜𝑔(𝑥) صورت به 
𝜎𝑟
𝑟
= 303/2 𝜎𝑥. 

 

 کردن  گرد هایقطعیت عدم ˗4 ˗2

مختلف ممکن است پاسخ محاسبات را با تعداد ارقام    صفحه گسترده  افزارهاینرمو    هاحسابماشین

اگر  .  شوندمی  ترسادهعدد تا چند رقم اعشار    کردن  گرد اعشار زیادی ارائه کنند. گاهی محاسبات با  

نیز باید در اولین رقم اعشار گزارش شود.    گیریاندازه، آنگاه  باشدعدم قطعیت در اولین رقم اعشار  

 نمونه، عنوانبه

±m 02/3 نادرست 15/0 m  0/3 درست m ± 15/0 m 
تا محاسبات حداقل تا یک رقم بامعنی بیشتر ازآنچه مورد نیاز است انجام    شودمیهمواره توصیه  

 گردکردن باید در انتهای محاسبات انجام شود. اگر    گرد،  کردن  گرد برای جلوگیری خطای  شوند.  

 . شوندمیتشدید کردن در انتهای محاسبات   گرد، آنگاه خطاهای شودمیکردن در هر مرحله انجام 

 گیریاندازه ذکر شد، طیف وسیعی از مقادیر برای یک کمیت فیزیکی ضمن  ترپیشهمچنان که 

مقادیر    واسطهبه غالبا ،  دارد.  وجود  قطعیت  میانگین  گیریاندازهعدم  مقدار  حول  منحنی    شده  در 

احتمال  که در آن  شوند می توزیع ؛شودمی( نیز نامیده 3وسی ا)گ  2نرمال  که توزیع ؛1ایزنگولهمعروف 

از احتمال آنکه در    گیریاندازه آنکه مقدار     هایبخش شده نزدیک به متوسط )میانگین( قرار گیرد 

  انتهایی منحنی باشد، بیشتر است.

 
1. Bell-shaped 

2. Normal distribution 

3. Gaussian 
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 در آمار اثبات نمود.  توان با مفهوم انحراف معیاراین توزیع را می

 

2349/6  مقدار:  10مثال   ±  کنید.  گردرا  152/0

کمیت  مقدار  خواهد بود. همچنین،    2، ارقام بامعنی  شودمیشروع    1عدم قطعیت با    ازآنجاکه  :حلراه

±23/6  ، پاسخ باید بنابراینارقام اعشار یکسانی داشته باشند،    تعدادو عدم قطعیت باید   15/0 

 باشد. 

 

t  کمیت : 11مثال   = 42/5× 106 s که عدم قطعیت آن ∆t = 3 × 104 s  کنید.  گردرا 

آن را چنین   توانمی،  اند شدهکمیت و نیز عدم قطعیت آن به شکل نماد علمی ارائه    ازآنجاکه  :حلراه

5/42) نوشت که ± 03/0)× 106 s. 

 داشته باشند.  10توان یکسانی از نمایش کمیت و عدم قطعیت باید  

 

 خطاها  بندیدسته ˗5 ˗2

در علوم است، هنوز گاهی اوقات دانشمندان درباره خطاها نیز    ترمتداولاگرچه عدم قطعیت روش  

 : شوند می بندیطبقهخطاها بدین شکل سازی ، بنابراین هنگام کمیّکنندمیصحبت 

 ( خطای نسبی2و ) ( خطای مطلق1)

 ( خطای مطلق1)  

 . کندمیاشاره  a  شدهمشاهدهو مقدار  x( به تفاوت بین مقدار حقیقی 𝐸𝑎𝑏𝑠خطای مطلق ) 
𝐸𝑎𝑏𝑠 = |𝑥 − 𝑎|. 

 ( خطای نسبی 2)

مقدار مطلق    صورتبه(  𝐸𝑟𝑒𝑙)   خطای نسبی و  بین خطای مطلق  تعریف نسبت  از مشاهده   حاصل 

 . این کمیت بدون بُعد است:شودمی 

𝐸𝑟𝑒𝑙 =
|𝑥 − 𝑎|

𝑎
. 

×درصد )   صورتبهاین خطاها معمولا    ×کسرها، قسمت در هزار )  یا (  100% ( یا قسمت در  1000

×میلیون )  . شوند می( بیان 106

𝑒  (𝑒  خطاهای مطلق و نسبی در تقریب ثابت عددی : 12مثال   =  را نشان دهید.  (71828/2

 : حلراه
𝐸𝑎𝑏𝑠 = |71/2− 𝑒| = 00828/0, 
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𝐸𝑟𝑒𝑙 =
|2/71− 𝑒|

𝑒
= 003/0 . 

و اگر معین    شودمی« قرار داده  »  ها آنخطاهای مطلق نامعین هستند، پس از    که هنگامی  نکته:

 . گیردمیقرار  هاآنباشند، آنگاه علامت اصلی پس از 
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 تمرین برای  هایی مسئله  ˗6 ˗2
 

xx صورتبه استاندارد عدم قطعیتزیر را در شکل   هایکمیت .1 + .بیان کنید 

𝑋 )الف( = 𝑋∆و    0567/23 = 3279/0، 

m  )ب(  = 01362/0 kg   و∆m = 418/2× 10−3 kg، 

a  )پ(  = 27/11× a∆و    1032 = 6142/3× 1030، 

Y  )ت(  = 11/9× Y∆و    10−33 = 2145/3× 10−33  . 

 

 هستند و چرا؟ تردقیقاز موارد زیر   یککدام.  2 

 ،1417/3یا   ،  1392842/3)الف( 

 .(𝑒 تقریبی از عنوانبه) 718281828/2یا   7182820135423/2 )ب(

 



 

 

 فصل سوم 

 برخی توابع ریاضی

 

 



                                                                                                                            46 می یدر ش اتیاضیر

 

 

 مقدمه ˗1 ˗3

ریاضی  تابع  از وضعیتیک    یک  نمایشی  یا  متغیرها  ایمجموعه بین    موجود  رابطه  و  از  وابسته  )ی 

  سادگی بهضروری هستند. یک تابع ریاضی ممکن است    ،برای ایجاد روابط در علوم  توابعمستقل( است.  

 عنوان بهباشد. این تابع ریاضی ممکن است    ایچندجملهو یا به پیچیدگی یک تابع    یک تابع خطی 

 1یک تابع اغلب آرگومان  متغیر مستقلابزاری برای تبدیل یک مقدار به مقدار دیگر در نظر گرفته شود.  

برای    فیزیکشیمیدر    ویژه به؛  شودمیه  نامید  ریاضی  توابع  و    سازیمدلکه  فیزیکی  پارامترهای 

 :شودمی. تابع اغلب به شکل زیر نوشته شوند میاستنتاج از مدل استفاده 

(3–1) y = f(x), 

 )متغیر مستقل( است. 𝑥  )متغیر وابسته( تابعی از 𝑦  که بدین معنی است که

 

 توابع بندیطبقه ˗2 ˗3

 . شودمیمقدماتی توابع اشاره    بندیطبقهوجود دارد، اینجا، تنها به  بندیطبقهانواع متعدد  اگرچه

 

 خطی  تابع  ˗1  ˗2  ˗3

خطی   تابع    ترینسادهتابع  این  است.  ریاضی  توابع  تمام  میان  در  داده   صورتبدینتابع   نمایش 

 : شودمی 

(3–2) y = mx + c, 

  عرض از مبدأ  𝑐 که در آن مقادیر آیدمی به دستخط مستقیمی این تابع رسم شود،  کههنگامی

( هستند. اگر عرض از مبدأ صفر باشد )بدون عرض از مبدأ(، آنگاه خط از  1–3شکل ) خطشیب 𝑚 و

𝑦شیب صفر باشد، یعنی   و اگر گذرد می مختصاتمبدأ  = 𝑐آنگاه خط افقی است ،. 

مثبت و منفی را    هایشیب ( به ترتیب  b( و )a)  1–3شکل  مثبت یا منفی باشد.    تواندمیشیب  

 مرتبه اول  ایچندجمله این توابع  کند میتغییر  ،xخطی با   صورتبهع  بتا ازآنجاکه. دهندمینمایش  

با انتخاب دو نقطه تصادفی روی آن تعیین   توانمی. شیب هر خط مستقیم را  شوندمینیز نامیده  

,𝑥1)نمونه، اگر دو نقطه    عنوانبهکرد.   𝑦1)  و   (𝑥2, 𝑦2)    ریاضی   صورتبه  کهوقتیدر نظر گرفته شوند

 :از اندعبارتنوشته شوند 

(3–3) y1 = mx1 + c, 

 

 

 
1. Argument 
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 (.b( و شیب مثبت ) aشیب منفی )  دهنده نشانمعادله خط  :1–3شکل

 

 (3–4)   y2 = mx2 + c, 

 آنگاه 

(3–5) ∆y = y2−y1 = m(x2 − x1), 

(3-6) m =
(y2−y1)

(x2 − x1)
, 

,𝑥1)  نقاط  (کنندهوصلواصل )شیب خط  m که 𝑦1) و  (𝑥2, 𝑦2)  .است 

 

 نمایی   تابع  ˗2 ˗2  ˗3

. در تابع نمایی،  شودمیافزایش یا کاهش استفاده    بالای برای نشان دادن سرعت    اغلب عبارت نمایی 

. این تابع  شودمیارائه    (b  نمای یک مقدار ثابت دیگر یا مبنا )در این مورد  صورتبه متغیر مستقل  

 چنین نمایش داده شود تواندمی

(3–7) y = bx,  

(3–8) y = ex, 

𝑥  اگر = 𝑦باشد،    0 = yآنگاه    →x−و اگر    =yآنگاه    →x؛ اگر  1 = خواهد    0

 yدر تمام بازه اعداد حقیقی تغییر کند( و    تواند مییک متغیر مستقل است )که    x  کهطوری بهبود  

xey(  aنمودار نمایی برای )   2–3شکل    ( است.xیک متغیر وابسته )به   xey(  bو )   = را   =−

 . دهدمینمایش  
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𝑓(𝑥)  (aتابع نمایی )  :2-3شکل  = 𝑒𝑥  ( وb)  𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 . 

 

𝑏  اگر = تابع    2 آنگاه  𝑓(𝑥)  صورت بهباشد،  = 𝑦 = 2𝑥  ( اگر a) 3–3شکل  است  و   )) 

 𝑏 = 𝑓(𝑥)صورتبهباشد، آنگاه تابع  0/5 = 𝑦 = 0/5𝑥 ( 3–3شکل(b.است )) 

 
𝑓(𝑥)  (aتابع نمایی ) :3-3شکل  = 2𝑥 ( وb)  𝑓(𝑥) = 0.5𝑥 . 

 

 

 

 xکه در آن    رودمیبکار    )مبنای ده(   دهیدهرا در نظر بگیرید که برای نمایش اعداد    10𝑥  مثال
در دریافت که    توانمی،  (حسب دیفرانسیل و انتگرال)  1حسابان   استفاده ازیک عدد صحیح است. با  

 : صورتبه 2گنگ  یک عدد   b انتخاب طبیعی برای پایهعلوم، 

 
1. Calculus 

2. Irrational number 
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 𝑒 = را    توانمی،  روازاین.  است718281828459045/2 𝑓(𝑥)  صورتبهآن  = 𝑦 = 𝑒𝑥    به یا 

kxeyتر عمومیشکل   که در قالب یک    شودمینیز شناخته  (  e)   1عدد اویلر نام  به    عددنوشت. این    =

 : شودمیسری نامتناهی به شکل زیر تعریف 

(3–9 ) e = 1+
1
1!
+

1
2!
+

1
3!
+

1
4!
+ ⋯, 

(3–10) e = 2718281828459045/. 
 توزیع   برای  2بولتزمن  معادلهاز    اندعبارت  معادلات شامل تابع ریاضی نمایی  هاینمونه برخی از  

  فروپاشی رادیواکتیو نمایی   ( و معادله3-12)  4(، معادله آرنیوس 11-3تابع توزیع بولتزمن( ))  3جمعیت 

(3-13:) 

(3–11) N = N0 exp(−∆E/RT), 

(3–12) k = A exp(−Ea/RT), 

(3–13) λ = λ0 exp(−k/T). 

 

 لگاریتمی  ع تاب  ̠ 3  ˗2  ˗3

که یک عدد چند بار باید در خودش ضرب   کندمیتابع نمایی است. این تابع بیان    وارون  5لگاریتم 

پایه   توانمیاست.    بندیطبقهلگاریتم مبنای اصلی    یپایه.  آید  به دست  بخصوصشود تا یک پاسخ  

 نوشت. eیا   10 مبنای را بر اساس

 

 

 

 10)الف( لگاریتم پایه  

–3شکل)  شوند مینامیده  )متعارفی(    6معمولی  هایلگاریتمباشد آنگاه این توابع    10اگر پایه لگاریتم  

10𝑦  . برای مثال، (4 = 𝑥  آنگاه ،y    معمولیلگاریتم  x  نامیده و با  log10(𝑥)      شودمینمایش داده .  

عبارت    pHنمونه، در شیمی، معادله    عنوانبه.  شودنمینوشته    سازیساده  منظوربهاغلب    10زیروند  

 : از است

 
1. Euler's number 

2. Boltzmann’s equation 

3. Population distribution 

4. Arrhenius’s equation 

5. Logarithm 

6. Common logarithm 
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(3–14) pH=-log10[H
+], 

 :شودمینوشته  به صورت زیر سادگی برای که 

(3–15) pH=− log[H+]. 

(𝑎) که پایه شودمیذکر نشده است، آنگاه معمولا  چنین برداشت  ایپایه کههنگامی =  است. 10

 
𝑓(𝑥) :4–3شکل = ln 𝑥  ( و چیننقطه)خط  𝑓(𝑥) = log10 𝑥   پُر( تو)خط 

 

 e)ب( لگاریتم پایه 

 .شودمیشناخته  1یعیتم طبیلگار عنوانبهن تابع یباشد آنگاه ا eتم  یه لگاریاگر پا

(3–16) ln(x) = loge(x), 

 : تابع نمایی زیر است وارون  لگاریتم طبیعی

(3–17) y = ex 

 

 ،بنابراین

(3–18) x = ln(y), 

(3–19) ln(ex) = x. 

 یا 

(3–20) eln (x) = x. 

 
1. Natural logarithms 
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log2  نمونه،  عنوانبه 16 = خود ضرب  مرتبه در    4)مقدار پایه( باید    2بدین معنی است که    4

 است  صورتبدین ترعمومیحاصل شود. شکل   16شود تا 

(3–21) , loga(x) = y   یاx = ay 

 اشد  تابع نمایی است، بنابراین اگر پایه یکسان ب  وارونپایه لگاریتم است. لگاریتم    𝑎  که در آن

 کرد.  نظرصرفاز هر دو  توانمی

 

 . ساده کنیدتابع زیر را :  1مثال  

(3–22 ) f(x) = log10(102x+5). 

 . کنندمیدارند، یکدیگر را حذف  10چون نما و لگاریتم هر دو پایه یکسان  :حلراه

 ، بنابراین 

(3–23) f(x) = 2x + 5. 
 

 

 . ساده کنیدتابع زیر را  :2مثال 

(3–24) f(x) = log3(3x × 9x100). 
 . ساده کرد  صورتبدین توانمیعبارت بالا را  :حلراه

(3–25) f(x) = log3(3x) + log3(9) + log3(x100), 
(3–26) f(x) = x + 2+ 100 log3(x). 
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 . حل کنید تابع زیر را   :3مثال  

(3–27) f(x) = aloga(2x
2)+6. 

  

 چنین نوشت توانمیتابع بالا را  :حلراه

(3–28) f(x) = aloga(2x
2) × a6x, 

(3–29) f(x) = 2x2 × a6x. 
 .کنندنمییکدیگر را حذف   کدامهیچ* اگر پایه لگاریتم و نما متفاوت باشند، آنگاه 

 

 ها ایچندجمله  ˗4  ˗2  ˗3

 . چنین نمایش داد توانمیرا  1ها ای چندجمله 

(3–30 ) f(x) = a0 + a1x + a2x
2 +⋯+ anx

n,  

 ، و در شکل عمومی 

(3–31) f(x) =∑aix
n

n

i=1

. 

𝑛  یک عدد صحیح مثبت است. اگر  n  یک مقدار ثابت و  𝑎𝑖  که در آن =  ایچندجمله ، آنگاه این  1

 : شودمییک تابع خطی )خط مستقیم( نامیده 

(3–32) (x) = a0 + a1x, 

 .که شکل آن مشابه معادله زیر است 

(3–33) y = mx + c. 

𝑛 اگر =  ، صورتبه شودمینامیده  (درجه دوم) 2مربعی  تابع، آنگاه یک 2

(3–34 ) f(x) = a0 + a1x + a2x
2, 

 :نوشت به صورت زیرآن را  توانمی راحتیبهکه 

(3–35) f(x) = ax2 + bx + c, 

(3–36) f(x) = x2 + 5x + 6 . 

 
1. Polynomial 

2. Quadratic function 
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𝑥  صورتبه  𝑥  برای مقدار  توانمیمعادله درجه دو را   = ((−𝑏 ± √𝐷) 2𝑎⁄ که در  ، حل نمود  (

𝐷  آن = 𝑏2 − 4𝑎𝑐  است. اگر  𝑛 = 𝑛  و  3 =  1به ترتیب تابع مکعبی   ایچندجمله باشد، آنگاه    4

 . شودمینامیده  2و تابع درجه چهار (درجه سه)

نمایش    به صورت زیر( و ریاضی  5–3شکل  )  3ترسیمی   صورتبهیک تابع مکعبی ممکن است  

 . داده شود

 
f(x)   :5–3شکل = x3 − 5𝑥2 + 2𝑥 + 8 

 

(3–37) f(x) = x3 − 5x2 + 2x + 8 = (x − 2)(x + 1)(x − 4) 
 

 توان   تابع ˗5 ˗2  ˗3

𝑦  صورتبه  4امکان نمایش تابع توان = 𝑥𝑛   وجود دارد که در آن  n   توابع یک مقدار ثابت است. 

 6و توابع ریشه   5توان هستند. توابع معکوس  هایتابعاز    هایینمونه خطی، مربعی، مکعبی و درجه چهار  

  رده   را در  هاآن   توانمی، اما  شوندمیدر نظر گرفته    ایجداگانهدسته    عنوانبهگاهی اوقات    (جذر)

 
1. Cubic function 

2. Quartic function 

3. Graphically 

4. Power function 

5. Reciprocal function 

6. Root function 
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𝑦 که  چنانهمنمود   بندیدستهنیز  ابع توان  وت =
1
𝑥

𝑦 ، چون = 𝑥−1، 𝑦 = √𝑥   چون  𝑦 = 𝑥1 2⁄       ،

𝑦 = √𝑥
 . اندشدهنشان داده  6 ˗3شکل در  ترسیمی صورتبهو به همین ترتیب. این توابع  3

 

 

𝑦(  aنمایش ترسیمی ) :6–3شکل = 𝑥2( ؛b  )𝑦 =
1

𝑥
𝑦  (c؛ ) = √𝑥 ( ؛d  )𝑦 = √𝑥

3. 

 

 دایره   ̠ 6  ˗2  ˗3

 :نمایش داد صورت زیر بهدر شکل عمومی  توانمیرا  یک دایرهمعادله 

(3–38) (x − h)2 + (y − k)2 = r2, 

,ℎ) که در آن 𝑘)  مرکز و  𝑟 ( 7–3شکل شعاع دایره هستند .) 

 :شودمیبه شکل زیر تبدیل باشد، آنگاه معادله  (0,0) اگر مرکز در مبدأ مختصات

(3–39) x2 + y2 = r2. 
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𝑓(𝑥)  معادله دایره  :7–3شکل = 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 . 

 

 گویا   عدد ˗7 ˗2  ˗3

از تقسیم یک عدد صحیح بر یک عدد صحیح دیگر )غیر صفر(    1یک عدد گویا  به  عددی است که 

 : باشند زیر صورتبه 𝐵(𝑥)  و 𝐴(𝑥)  . اگر دو تابعآید می دست

(3–40 ) A(x) = a0 + a1x + a2x
2 +⋯+ anx

n, 

(3–41) B(x) = b0 + b1x + b2x
2 +⋯+ bmx

m, 

 :از عبارت است 𝑓(𝑥) در نتیجه

(3–42) y = f(x) =
A(x)

B(x)
=
a0 + a1x + a2x

2 +⋯+ an𝑥
n

b0 + b1x + b2x
2 +⋯+ bmx

m
. 

 ،مثال عنوانبه

(3-43)   

(3-44 ) 

(3˗ 45 ) 
 . 

2x−3

x−5
  ،

x2+3x−10

x+1
،  1

x
 ،

x−2

x2+2x−3
 

 
1. Rational number 
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(3˗ 46 ) 
 

𝑓(𝑥)  اگر = 𝑦 =
1
𝑥

دید    توانمی(  8–3شکل  از نمودار )  همچنان که،  گرفته شودرا در نظر    

 . کندمیمیل  →y، آنگاه  →xکههنگامی

𝑥  از سمت منفی   کههنگامیمشابه،    صورتبه → 0  ،→y    نقطه  . کندمیمیل 𝑥  این  = 0  

محورم  کهطوری به،  شودمینامیده    1تکینگی نقطه   به  محور  شودمینزدیک    y  نحنی   .yیعنی  ، 

 𝑥 = مجانبی به   صورتبهیا ممکن است بتوان گفت که منحنی    شودمیمنحنی نامیده    2، مجانب0

𝑥  خط = گفت    توانمی  به علاوه حداقل یک نقطه تکینگی دارند.    تمام توابع گویا  .شودمینزدیک    0

اما با آن تلاقی    شودمینزدیک    yمنحنی به محور    ،کندمیمیل    →xاز هر سمت    همچنان که  

𝑥  بنابراین اینجا؛ کندنمی =  یک مجانب برای منحنی است. 0

اگر درجه   نیز،  تابع گویای    تربزرگ   در صورت کسر  ایچندجمله و  را  باشد، آن  از مخرج کسر 

از مخرج کسر باشد آن را تابع   ترکوچک در صورت کسر    ایچندجمله و اگر درجه    نامندمی  3ناسره

 . نامندمی 4گویای سره

 

𝑦  عدد گویای :8–3شکل =
1

𝑥
. 

 

 جزئی   کسرهای  ̠ 8  ˗2  ˗3

 
1. Point of singularity 

2. Asymptote 

3. Improper rational function 

4. Proper rational function 
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به بیش از یک شکل   توانمیدر مخرج را  ( درجه دوم)و معادلات مربعی  هاقسمتخارجگاهی اوقات 

قالب   جزئی  ایمجموعهدر  کسر  چندین  بیان    از  شیوه  این  داد.   صورتبه  هاقسمت خارجنمایش 

در   جزئی  شکل  گیریانتگرالکسرهای  به  گویا  تابع  یک  دارد.  کاربرد  دیفرانسیل  معادلات  حل    و 

𝐴(𝑥) 𝐵(𝑥)⁄  که  به طوری 1کسرهای جزئی ساده تجزیه کرد   از هاییعاملبه ضرب  توانمیرا 

(3–47 ) 
x + 5

(x − 2)(x + 3)
=

A

x − 2
+
B

+3
, 

(3–48 ) 
x + 5

(x − 2)(x + 3)
=
A(x + 3) + B(x − 2)
(x − 2)(x + 3)

, 

(3–49 ) x + 5=A(x + 3) + B(x − 2), 
𝑥 اگر = −3  ،𝐵 = − 2 𝑥  و اگر ⁄5 = 2 ،  𝐴 = 7  . آیدبه دست می ⁄5

 

 مثلثاتی   توابع   ̠ 9  ˗2  ˗3

  ( وجود دارند.𝑡𝑎𝑛)  5( و تانژانت 𝑐𝑜𝑠)  4کُسینوس(،  𝑠𝑖𝑛)  3های سینوس پایه به نام  2سه تابع مثلثاتی 

( که توابع  𝑐𝑜𝑡)   8تانژانتو( و ک𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ُ)   7کانت سِو(، ک𝑠𝑒𝑐ُ)   6از سِکانت  اند عبارتسایر توابع مثلثاتی  

 کهطوری بهمشتق شده هستند، 

(3–50 ) cosec θ =
1

sin θ
, 

(3–51) sec θ =
1

cos θ
, 

(3–52) 𝑐ot θ =
1

tan θ
, 

 . (9–3شکل نموداراین توابع به صورت زیر است )

 
1. Factorize into 

2. Trigonometric function 

3. Sine 

4. Cosine 

5. Tangent 

6. Secant 

7. Cosecant 

8. Cotangent 
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 برخی توابع مثلثاتی )توابع سینوس، کُسینوس و تانژانت(.  :9–3شکل
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 از اندعبارت   گیرندمیقرار  مورداستفادهکه اغلب  1مثلثاتی   اتحادهایبرخی از 

(3–53) sin2 θ + cos2 θ = 1, 

(3–54 ) cosec2θ = 1+ cot2 θ, 

(3–55) sec2θ = 1+ tan2 θ, 

(3–56 ) sin a + sin b = 2 sin
a + b

2
cos
a − b

2
, 

(3-57) sin a − sin b = 2 cos
a + b

2
in
a − b

2
, 

(3-58) cos a + cosb = 2 cos
a + b

2
cos

a − b

2
, 

(3-59 ) cos a − cosb = −2 sin
a + b

2
sin
a − b

2
. 

 آیاِس. رادیان واحد  شوندمیبکار برده    واحد زاویه  عنوانبه  3و رادیان   2اغلب هر دو واحد درجه

به    مقابل  (با مرجع قرار دادن دایره، یک رادیان برابر با زاویه ).  (rad:  آیاِسبا نماد  زاویه است )

،  تردقیق(. به بیانی 10–3شکل ) ( دایره است rکه طول آن برابر با شعاع )  ( استsی )با طول  کمان

 : به شعاع دایره، یعنی  رادیان برابر است با نسبت طول کمان

 

 زاویه متقابل به طول قوس  :10-3شکل 

 

 
1. Trigonometric identities 

2. Degree 

3. Radian 
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(3-60 ) θ =
s

r
 

  360است، زاویه  2𝜋𝑟  که برابر با ی دایره کمان با زاویه متناسب است، کل کمان محیط ازآنجاکه

 ، درنتیجهبرابر است. رادیان  2𝜋  درجه با  360 بنابراین. شودمیدرجه را شامل 

1 رادیان  (3-61) =
360°
2π
, 

1 رادیان (3-62) =
180
π
 .درجه  

3𝜋  برابر بادرجه  270، زاویه برای نمونه
2

 رادیان است. 

 

 وارون )معکوس( مثلثاتی توابع ˗1 ̠ 9 ˗2 ˗3

sin−1  توابع مثلثاتی هستند، یعنی،   وارونعینا     وارونتوابع مثلثاتی   𝑥،  cos−1 𝑥  ،tan−1 𝑥،  csc−1 𝑥،  

sec−1 𝑥    وtan−1 𝑥  . مربوط به   برای یافتن زاویه،  شوند مینیز نامیده    این توابع که توابع ضد مثلثاتی  

 ، مثلا ، رودمیتابع بکار    وارون« برای نمایش  1. پیشوند »آرک شوندمیاستفاده    موردنظرنسبت مثلثاتی  

(3-63) sin−1 x = arcsin(x), 

(3-64 ) sin−1(
1
2
) =

π

6
. 

 

 هذلولوی مثلثاتی  توابع ˗2 ̠ 9 ˗2 ˗3

. شش  شوندمیابع نمایی تعریف  وت برحسبتوابع مثلثاتی هستند که  3شبیه  2هذلولویتوابع مثلثاتی  

sinhهای،  ، به نامهذلولویتابع   𝑥  ،cosh𝑥  ،tanh 𝑥  ،sech𝑥،   csch 𝑥    وcoth 𝑥    .وجود دارند

 هذلولوی نیز    هذلولویمثلثاتی    توابع،  4کنندمی  سازیپارامتری  که توابع مثلثاتی یک دایره را  طورهمان

 . شوندمیچنین نوشته  هذلولوی. توابع سینوس و کُسینوس کنندمی سازیپارامتریرا 

(3-65) sinh x =
ex − e−x

2
, 

(3-66 ) cosh x =
ex + e−x

2
. 

 
1. Arc 

2. Hyperbolic trigonometric functions 

3. Analogous 

4. Parametrize 
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 تیلور   سری   ̠ 10  ˗2  ˗3

جمع    صورتبه  تواندمیمشتقات آن است که    برحسب(  aنمایشی از یک تابع حول نقطه )  1سری تیلور 

 :نامتناهی جملات چنین نوشته شود

 

(3-67) 
f(x) =∑fn(a)

(x − a)n

n!

∞

n=0

= f(a) + f ′(a)(x − a) + 

1
2!
f ′′(a)(x − a)2 +

1
3!
f ′′′(a)(x − a)3 +⋯ 

 

ℎ  و  𝑥  نسبت به  𝑓(𝑎)  مشتقات اول و دوم  𝑓′′(𝑥)و    𝑓′(𝑥)  کهطوری به = 𝑥 − 𝑎    .هستند

𝑥  به  ، باید آن را در نواحی نزدیک ایچندجملهیک    برحسب  𝑓(𝑥)  نمایش تابع   منظوربه = 𝑎   تعریف

تقریب  ایچندجمله باشد، این  ( پذیرمشتق) گیریمشتققابل  دفعات به 𝑓(𝑥)  تابع کههنگامیکرد و 

𝑥  به خوبی از تابع در ناحیه نزدیک = 𝑎 دهدمی به دست . 

 

این امکان وجود  ،  داشته باشدرا    شده تعریف، اگر تابع برخی از شرایط از پیش  تیلور  2طبق قضیه

𝑎 اگرسری تیلور بیان شود.    صورتبهدارد که   = تبدیل   لورنمکبه سری    تیلور  3باشد، آنگاه بسط  0

 . شودمی

 
  

 
1. Taylor’s series 

2. Theorm 

3. Expansion 
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 لورن مک   سری ˗1 ˗10 ˗2 ˗3

𝑎است که در آن تابع حول نقطه صفر )   از سری تیلور  ایویژهحالت    1لورن مکسری   = داده    ( بسط0

 : شودمی

(3-68) 

f(x) =∑fn(0)
(x)n

n!

∞

n=0

= f(0) + f ′(0)(x) +
1
2!
f ′′(0)(x)2 +

1
3!
f ′′′(0)(x)3

+⋯, 

(3-69 ) sin x = x −
x3

3!
+
x5

5!
−
x7

7!
+ ⋯ =∑

(−1)n

(2n + 1)!

∞

n=0

x2n+1, 

(3-70 ) cos x = 1 −
x2

2!
+
x4

4!
−
x6

6!
+ ⋯ =∑

(−1)n

(2n)!

∞

n=0

x2n, 

(3-71) ex = 1 + x +
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ ⋯ =∑

xn

n!

∞

n=0

 . 

 

 3)غیر جبری، فرا جبری( و توابع متعالی  2توابع جبری 

جبری که    توابع  هستند  مورد    عملیاتتوابعی  در  ضرب  و  تقسیم  تفریق،  جمع،  قابل    هاآنساده 

ازتوابع متعالی )  کهدرحالی،  انداستفاده به معنی فراتر  از    جبر( توابعی  متعالی  توابع جبری  متفاوت 

بیان نمود. توابع متعالی    ایچندجمله یک معادله    پاسخ  صورتبه  تواننمیهستند. توابع متعالی را  

توابع معکوس توابع مثلثاتی،  توابع  شامل  توابع  هذلولوی،  این  لگاریتمی و نمایی هستند.  توابع  را  ، 

توابع   𝜋𝑥و   𝑒𝑥  نمونه، عنوانبه. بیان نمود نامتناهی   هایسری  برحسبجبری تنها  صورتبه توانمی

 نامتناهی بیان شوند.   هایسری  برحسب توانندمیمتعالی هستند که 

 

 مختصات هایدستگاه  ̠ 11  ˗2  ˗3

از اعداد حقیقی برای توصیف موقعیت نقاط یا سایر عناصر هندسی در فضا )دو    مختصات  دستگاه

 . کندمیبُعدی یا سه بُعدی( استفاده  

 

 
1. Maclaurin series 

2. Algebric function 

3. Transcendental function (beyond algebra) 
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   1دکارتیمختصات    دستگاه)الف(  

از مختصات   ایمجموعهبا    ؛فردمنحصربه  صورتبه  ؛در صفحه، هر نقطه  دکارتی مختصات    دستگاهدر  

فضای  متعامد در    دودوبه . اگر سه خط  شودمیاز دو خط عمود ثابت مشخص  فاصله    برحسبعددی  

بُعدی به نام فضای  -nمختصات در چنین فضای    nتعداد    توانمیوجود داشته باشند، آنگاه    سه بُعدی

نمود.    2اقلیدسی  تلاقی    اینقطه مشخص  آن  در  خطوط  این  مختصات   عنوانبه  کنندمیکه   مبدأ 

 .(11–3شکل ) شودمی شناخته

 

 مختصات دکارتی : 11-3شکل 

 

 3مختصات قطبی   دستگاه)ب(  

یک نقطه به    ،که در آن  کند میدو بُعدی مختصات اشاره    دستگاهبه یک    مختصات قطبی   دستگاه 

– 3شکل  )  گردد میاز نقطه و جهت مرجع مشخص    موردنظر  و زاویه نقطه  4ترتیب با فاصله شعاعی 

12:) 

(3-72) x = r cos θ, 
(3-73) y = r sinθ. 

 
1. Cartesian coordinate system 

2. Euclidean space 

3. Polar coordinate system 

4. Radial distance 
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 مختصات قطبی :12-3شکل 

 

 1مختصات کروی  دستگاه)پ(  

یک نقطه از طریق  در آن  مختصاتی برای فضای سه بُعدی است که    دستگاه مختصات کروی،  دستگاه

 گیری اندازه(  𝜃)  3، زاویه قطبی(𝑟)   از مبدأ مختصات  موردنظرنقطه    2های، فاصله شعاعی سه عدد به نام 

از   اوجشده  زاویه سمت (  𝑧  )محور  4یک جهت  متعامد(  𝜑)   5و  تصویر  مرجع   6از  روی صفحه   آن 

 (:13–3شکل ) شودمیمشخص  (𝑥𝑜𝑦)صفحه 

(3-74 ) ,  z = r cos θ 

(3-75)  x = r sin θ cosφ, 

(3-76)  y = r s𝑖n θ sinφ. 

 
1. Spherical coordinate system 

2. Radial distance 

3. Polar angle 

4. Zenith direction 

5. Azimuthal angle 

6. Orthogonal projection 



                                                                                                                            65 ی اضیتوابع ر  ی فصل سوم: برخ

 

 

 

 مختصات کروی : 13-3شکل 

 

 اعداد  دستگاه ˗12 ˗2 ˗3

متعددی برای نمایش یک عدد مانند اعداد صحیح و اعداد حقیقی وجود دارد. در حیطه علوم    هایراه

 از  عبارت استاعداد وجود دارد که   بندیدستهکامپیوتر، نوع متفاوتی از 

 ، 1( دَهیدَه)الف( مبنای ده )

 ، 2( )ب( مبنای دو )دودویی

 ، 3(هشتیهشت)پ( مبنای هشت ) 

 . 4(شانزدهیشانزده)ت( مبنای شانزده )

 مقدار عددی به یکدیگر تبدیل کرد.  از دست دادن گونههیچو بدون  راحتیبه توانمیرا  مبناها این 

  

 
1. Decimal 

2. Binary 

3. Octal 

4. Hexadecimal 
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 دهیدهاعداد    دستگاه)الف(  

(  9-0عدد ) 10 دستگاه . چون این برد میرا بکار  9تا  0برای نمایش اعداد، ارقام  دهی دهاعداد  دستگاه 

. هر رقم بر اساس موقعیت آن ارزشی دارد که  شودمینامیده    10اعداد مبنای    دستگاه ،  بردمیرا بکار  

 نمونه، عنوانبه.  شودمیگفته  1به آن ارزش مکانی

895 = 8 × 102 + 9 × 101 + 5 × 100 
= 800+ 90+ 5 
= 895 . 

 2)باینری( دودویی  دستگاه اعداد)ب(  

و یک )باینری به معنی دو(  نوشتن اعداد برحسب دو نماد صفر    دستگاهیک    دودویی  دستگاه اعداد

  الکترونیک، رقومی  هایدستگاهدر    دستگاه اعدادمبنای دو دارند. این    دستگاهاست و اعداد در این  

تمام اطلاعات یا  .  شودمیاستفاده    (ها دادهتبادل    زبان محاوره )واسط  عنوانبه  و کامپیوتر  ()دیجیتال

دستگاه  . این  شوندمیو سپس در حافظه کامپیوتر وارد    شوند میتبدیل    دودویی  صورتبهاعداد ابتدا  

به عدد    2(1000101)  دودویینمونه، عدد    عنوانبه.  کند میاستفاده    3مکانی موقعیت    نمادگذاریاز    اعداد

 .شودمیتبدیل  دهی ده

دارند    خودمربوط به    هایی وزن( ارزش مکانی و  دودویی  ارقام)  هابیت، هر یک از  1–3جدول  در  

متوالی موقعیت مکانی هر بیت    هایتوانبه    2شامل عدد    هاوزناین  .  است  2  هایتوان که از مرتبه  

 .هستند
 

 دهیدهبه  دودوییبرای تبدیل    هابیتموقعیت و  :1- 3لجد

 6 5 4 3 2 1 0 موقعیت

 1 0 0 0 1 0 1 بیت 

 .شودمیتبدیل  صورتبدین دودوییعدد  
= 1 × 26 + 0 × 25 + 0 × 24 + 0 × 23 + 1 × 22 + 0× 21 + 1 × 20 
= 64+ 4+ 1 
= (69)10 . 

عدد   یک  ترتیب  همین  نیز    دهیدهبه  بر    هایتقسیمبا    توانمیرا  که    2متوالی  زمانی  تا 

 یادداشت   تقسیم  در هر بار  تبدیل کرد. باقیمانده  دودویی  دستگاه اعدادصفر گردد به    4قسمت خارج

 . شودمیمکانی در مبنای دو ثبت  هایموقعیتدر س وکمعو به ترتیب  شودمی 

 

 
1. Place value 

2. Binary 

3. Positional notation 

4. Quotient 
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 علیه مقسوم قسمت خارج مقسوم /  باقیمانده 

 69 2 

1 34 2 

0 17 2 

1 8 2 

0 4 2 

0 2 2 

1 1 2 

 0  

69 = (1000101)2 
تا صفر شدن جزء اعشاری به کسر   2متوالی در    هایضربمشابه، یک کسر اعشاری با    طوربه

 . شودمیتبدیل  دودویی 

0/875 × 2  

0/750 × 2 1 

0/500 × 2 1 

0/000 1 

 

 1)اُکتال(  هشتیهشت  دستگاه اعداد)پ(  

  دستگاه اعداد و در مقایسه با  رودمیبرای نمایش مدارهای الکتریکی بکار   هشتیهشت دستگاه اعداد

است. برای تبدیل   8، مبنا  هشتیهشت  دستگاهاست. در    (ترخلاصه و    ترحجمکم)  ترفشرده  دودویی

تا زمان صفر شدن باقیمانده    دودویی   دستگاه، مشابه  دعد ، این  هشتیهشت  دستگاه به    دهی دهیک عدد  

 .شودمیتقسیم  8بر 

 
 علیه مقسوم قسمت خارجمقسوم /  باقیمانده

 2065 8 

1 258 8 

2 32 8 

0 4 8 

 است. 10(2065)  برابر با 8(4021)

 
1. Octal 
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 بازگرداند دهی ده دستگاه آن را در مسیر عکس به  توانمیمشابه،  به صورتی
= 4 × 83 + 0 × 82 + 2 × 81 + 1 × 80 
= 2048 + 16+ 1 
= 2065 . 

 1)هگزادسیمال( شانزدهیشانزده  دستگاه)ت(  

با    شانزدهیشانزده  دستگاه است. مبنای   ترفشردهحتی    دودوییو    هشتیهشت  دستگاهدر مقایسه 

  دهی ده  دستگاه  های رقمرقم اول    10رقم یا نماد تک حرف است.    16به معنی کاربرد  است که    16اعداد  

با    (؛2–3جدول  )  اندشدهنشان داده    همچنان که    ؛(15تا    10)  و شش رقم باقیمانده  ( 9تا    0)  هستند

A  ،B  ،C  ،D  ،E    وF    داده اعداد    .شوند مینشان  مشابه    شانزدهیشانزدهبه    دهی دهتبدیل 

 ارائه شد.  هشتیهشتو   دودویی هایدستگاهبرای  ترپیشاست که   هاییروش

 برابر است. 10(720)  دهیدهبا عدد  16(5DB) صورتبه  شدهدادهنمایش  5DB نمونه، عنوانبه
 دستگاه اعدادمقایسه چهار  :2- 3جدول 

 دودویی هشتی هشت شانزدهیشانزده دهی ده

0 0 0 0 

1 1 1 1 

2 2 2 10 

3 3 3 11 

4 4 4 100 

5 5 5 101 

6 6 6 110 

7 7 7 111 

8 8 10 1000 

9 9 11 1001 

 مقایسه چهار دستگاه اعداد  :2-3جدول ادامه 

 دودویی هشتی هشت شانزدهیشانزده دهی ده

10 A 12 1010 

11 B 13 1011 

12 C 14 1100 

13 D 15 1101 

14 E 16 1110 

15 F 17 1111 

16 10 20 10000 

 
1. Hexadecimal 
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 تمرین برای هاییمسئله ˗3 ˗3

 موارد زیر را ارزیابی کنید . 1

𝑦 )الف( = log2 5 + log2 6 ، 

𝑦)ب(  = log2 𝜋 ، 

𝑦 )پ( = log3(5−4)  . 

 

 . حل کنید  𝑦 و  𝑥 زیر را برای زمانهممعادلات . 2

5𝑥 − 8𝑦 = 2𝑥و    19− + 7𝑦 = 23 

 

 است، بسازید.   مترسانتی  5و شعاع آن    گیردمیقرار    (2,3)  که مرکز آن در  ایدایرهبرای    ایمعادله.  3

 

 . مرتب کنید 𝑉 برحسبمعادله مکعبی )درجه سه(  صورتبهرا  1معادله حالت واندروالس .  4

  .(𝑝 + 𝑛2𝑎

𝑉2 ) (𝑉 − 𝑛𝑏) = 𝑛𝑅𝑇 

 

برای رسانایی    2قانون کولراش   کهدرصورتیبیان کنید،    Λ𝑚  تابع صریحی از  عنوانبهرا    𝑐  مقدار.  5

در    Λ𝑚  مولار قوی  الکترولیت  )   هایغلظتیک  شود    (𝑐پایین  بیان  Λ𝑚  کهطوری به)چنین 
∞  

 . یک مقدار ثابت است( 𝑏  است و نهایت بیرسانایی مولار در رقت 

  .Λ𝑚 = Λ𝑚∞ − 𝑏√𝑐 

 

 

 

 
1. Van der Waal’s equation of state 

2. Kohlrausch’s law 



 

 

 فصل چهارم 

 ی فیآمار توص
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 مقدمه  ˗1 ˗4

که    کنند میخلاصه    شدهتعریفرا در برخی ضرایب    هادادهی در آمار است که  هایابزار  1آمار توصیفی

  2معیارهای گرایش مرکزید. آمار توصیفی به  نباشمدل یا نتایج یک آزمایش  از  نمایشی    توانندمی

  این معیارها .  شودمی  بندیتقسیم  3)پراکندگی(   )توزیع حول یک نقطه میانی( و معیارهای تغییرپذیری

. این ابزار سیستم را با استفاده از روند مییک سیستم بکار    هایخروجییا استنتاج    بینیپیشبرای  

»نمایدمیتوصیف    ها داده اصطلاح  اوقات  گاهی  کردن  جویدن  .  خُرد  این   4«اعدادو  توصیف  برای 

  صورت به که لازم است تا    شودمیتولید    هاداده . در علوم حجم عظیمی از  شودمیبکار برده    هاویژگی

به ضرایب    هادادهو تفسیر شوند، در چنین مواردی آمار توصیفی با کمیّ سازی    دهیسازمانمنطقی  

 . آیدمیبه کمک  مفید

آمار   یافتن یک موقعیت مرکزی در مجموعهیک معیار گرایش مرکزی در  برای   نشانگر تلاش 

نیز    5هرا معیارهای موقعیت مرکزی یا آمار خلاص  ها آناست. گاهی اوقات    مقادیر  توزیعدر  یا    ها داده

یا آنچه که موقعیت   ،توزیعیا    هادادهمجموعه  مقادیر    که اغلب  دهندمی. این معیارها نشان  نامندمی

نامیده   توزیع  قرار  شودمیمرکزی  کجا  است.گیردمی،  توزیع  کل  نماینده  مرکزی  مقدار  این   . 

  های معرفیا متوسط باید معرف میزان گرایش مرکزی باشد اما    ، طبق تعریف، میانگین جهتازاین 

نیز وجود دارند، زیرا میانگین اغلب کافی نیست و حتی گاهی اوقات    7و مدُ   6های، میانهدیگری، به نام

متفاوت، انواع متفاوتی از معیارهای    هایدادهبنابراین، تحت شرایط مختلف و انواع  ؛ است  کنندهگمراه

را بودن . مقدار مرکزی یک مقدار منفرد است که ایده تقریب نرمال شوند میگرایش مرکزی استفاده 

پراکندگی  دهد میارائه   معیارهای  معیار   هاداده.  انحراف  ،  شوند می  سازیکمیّ  9واریانس و    8توسط 

بیشینه    کهدرحالی و  کمینه  استفاده    هادادهمقادیر  توزیع    10چولگیبا  تقارن  از  و  (  هاداده)معیاری 

 . شوندمیتشریح  11کشیدگی 

 

 
1. Descriptive statistics 

2. Central tendency 

3. Variability (spread) 

4. Number crunching 

5. Summary statistics 

6. Median 

7. Mode 

8. Standard deviation 

9. Variance 

10. Skewness 

11. Kurtosis 
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داری آزمایش را  ابه شکل معن   توانندمی  کهطوری به  ، مفیدنددر تحقیقات    ویژه بهاین توصیف گرها  

.  کنندمی  دهیسازمانرا بهتر    هادادهو    دهند میرا کاهش    هادادهحجم    هاآن همچنین،    تفسیر کنند.

و    ها دادهرا تحلیل کند و خطا را کاهش دهد، اما کاهش    ها داده  دهد میترجیح    معمولا  فرد محقق

خطا را برای همیشه حذف کرد، ولی    تواننمی.  رسدمیبه نظر    تریهوشمندانه سپس تحلیل خطا راه  

  ای شیوهبا    هادادهاما گاهی اوقات خطا با تفسیر  ؛  منابع خطا کاهش داد   آشکارسازیآن را با    توانمی

 . یابدمیمتفاوت، کاهش 

با داشتن  آن مقادیر )   برای یک آزمایش، میانگین  شده  گیریاندازهمقدار    ده در نظر گرفتن    جایبه

نیز به خطا    درنتیجهو    یابدمیکاهش    هادادهبه سبب آن  که    ارجحیت داردبامعنی بیشتر(،    هایرقم

 هستند. 1ها داده، این پارامترهای آماری راهی برای کاهش  جهتازاین. رسدمیکمترین مقدار 

 . شوندمیبرخی از توصیف گرهای متداول آماری در اینجا توضیح داده  

 

 میانگین ˗2 ˗4

میانگین برابر است با جمع تمام مقادیر در    معیار گرایش مرکزی است.   ترینرایجیا متوسط    میانگین

 چنین نوشت  توانمیمیانگین را  نبنابرای؛ تعداد مشاهدات برم  تقسی هادادهمجموعه 

(4-1) x̅ =
x1 + x2 + x3 +⋯+ xn

n
, 

 یا 

(4-2) x̅ =
∑ xi
n
i=1

n
. 

تعداد کل    𝑛  هستند و  ها دادهمشاهدات یا نقاط    𝑥1  ،𝑥2  ،𝑥3  ،... ،𝑥𝑛است،    میانگین  𝑥̅  که در آن

برای    توانمی دلالت دارد. مجموع را    مجموع مقادیر  بر  سیگما(  یونانی )حرف    Σ  و  است  هادادهنقاط  

  شودمی( نامیده  𝑥̅)  3محاسبه نمود. میانگین بالا میانگین نمونه  2پیوسته و گسسته   هایدادههر دو نوع  

 شودمیچنین نمایش داده  𝜇  با 4میانگین جمعیت کهدرحالی

(4-3 ) μ =
∑ Xi
n
i=1

n
. 

معانی  در جمعیت(  هاداده)کل  و جمعیت تصادفی انتخابی از جمعیت( هایداده) در آمار، نمونه 

موجود شامل همه مقادیر    میانگین.  شوندمیهر دو به شیوه مشابهی محاسبه    هرچندمتفاوتی دارند  

 
1. Data reduction 

2. Continuous and discrete data 

3. Sample mean 

4. Population mean 
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است    هاداده مجموعه  در   ممکن  که  از محدوده  هایداده است  یا    1(هشتهبرونرت،  )پَ  خارج  باشند 

 وجود دارد.اغلب ، احتمال خطا روازایننباشند؛ 

  60  . میانگیناست  شده گرفته متفاوت در نظر    هایوزن( با  د)الف تا    نفر  10وزن  ،  1–4جدول  در  

خام کمترین وزن    های دادهنیست زیرا در    ها وزنکه تفسیر درستی از تمامی    آیدمی  به دستکیلوگرم  

بنابراین در این  ؛ کیلوگرم است 94بیشترین وزن به بزرگی  کهدرحالیکیلوگرم است،  25به کوچکی 

، روش مناسبی  روازاینو    نیست  ها دادهاست که انعکاس واقعی    2مورد میانگین تنها یک مقدار حد وسط

بنابراین،  ؛  شده است  به یک سو منحرف  ها داده، در این مورد،  درنتیجهبرای نمایش وزن متعارف نیست.  

هر    بینیپیش. این معیار خطا در  شوند میمعیارهای توانمندتر گرایش مرکزی مانند میانه استفاده  

از مقادیر در مجموعه   بکار  در محاسبات  نقاط داده را  زیرا تمام    رساندمیرا به حداقل    ها دادهیک 

 د. نهم وجود دارمیانگین از . دو نوع دیگر بردمی

 
 .نفر 10نمونه وزن  :1- 4جدول 

 د خ ح چ ج ث ت پ ب الف شخص 

 59 25 73 85 40 31 94 54 63 76 وزن )کیلوگرم( 

 

 حسابی   میانگین ˗1  ̠ 2  ˗4

  هادادهتمام مقادیر نقاط    کردنجمعمیانگین متوسط است. این کمیت با    سادگی به  3حسابی   میانگین

داده شوند،  در اختیار قرار    گیریاندازه  𝑛  خام   های داده. اگر  آیدمی  به دست تقسیم بر تعداد مشاهدات  

 آنگاه 

(4-4 ) X̅ =
∑X

n
. 

تکرار    هاداده، یعنی تعداد دفعاتی که یک نقطه داده در مجموعه  4با فراوانی   هادادهگاهی اوقات  

 .شودمی محاسبهدر چنین مواردی بدین شکل   . میانگینشوندمی، داده شودمی

(4-5 ) X̅ =
∑ f ∙ X

n
. 

میانی    𝑋  فراوانی،  𝑓  کهطوری به تعداد مشاهدات هستند.    𝑛  نقاط و از  دسته  هر  در  بازه  نقطه 

پیوسته به همراه    هایدادهاز    شدهمحاسبهخام متفاوت از میانگین    هایدادهاز    شدهمحاسبه  میانگین

 
1. Outliers 

2. Medicore 

3. Arithmetic mean 

4. Frequency 
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میانگین زمانی که     هادادهمجموعه    که هنگامییا    اندشدهبه یک سو منحرف    ها دادهفراوانی است. 

  های نمونه )نوسانات یا تغییرات( بین    1وخیزهایافت کوچک است مناسب نیست زیرا میانگین در برابر  

 . کند میمختلف مقاومت  

 

 وزنی  میانگین   ̠ 2  ̠ 2  ˗4

که برخی نقاط داده وزن )اهمیت( بیشتری نسبت به بقیه    شودمیزمانی محاسبه    2وزنی   میانگین

. در این صورت میانگین شودمینسبت داده    𝑥𝑖  به مقدار داده  𝑤𝑖  عبارت  جهتبدیننقاط داشته باشند.  

 شودمی محاسبهوزنی چنین 

میانگین وزنی . ( 4-6) =
∑wixi

∑wi
 

 

 هندسی  میانگین  ˗3  ̠ 2  ˗4

.  شودمییک مقیاس لگاریتمی تعریف    برحسبنقاط داده  میانگین حسابی    صورتبه  3هندسی   میانگین

برای   تفسیر    هاییدادهاین کمیت  با  نه    ضربحاصل   صورت  بهکه  و   برخلاف )  حاصل جمعاعداد؛ 

  𝑛  ضربحاصل اُم    𝑛  ریشه  صورتبه میانگین حسابی(؛ کاربرد بیشتری دارند، مفید است. این کمیت  

 . شودمیمشاهده نیز تعریف  

(4-7 ) GM = √(x1)(x2)(x3)⋯ (xn)
n

, 

(4-8 ) log(GM) =
∑ log xi
n

. 

 هندسی را بکار بُرد.  میانگین تواننمی* اگر نقاط داده شامل صفر یا مقادیر منفی باشند،  

 

 موزون میانگین ˗4  ̠ 2  ˗4

 .شودمیعکس میانگین حسابی مقادیر معکوس تعریف  صورت به 4( همساز) موزون میانگین

(4-9 ) HM =
1

AM
=

1

∑(
1

x
)

n

=
n

∑(
1

x
)
. 

 
1. Fluctuation 

2. Weighted mean 

3. Geometric mean 

4. Harmonic mean 
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شاهدات اهمیت بیشتری از مشاهدات  مقادیر مکه عکس    شودمیاده  موزون زمانی استف  میانگین

که هر یک اندازه    هاگروهبرای تخمین متوسط اندازه نمونه در    ویژهبهمعیار  د. این  نمستقیم داشته باش

 نمونه متفاوتی دارند، مفید است.

 

 میانه  ˗3  ˗4

عودی یا نزولی اندازه  به ترتیب ص  کههنگامیتوزیع است    هایدادهمقدار مرکزی یا میانی در    1میانه

صورت فرد بودن تعداد  . در کندمیتوزیع را به دو نیم تقسیم  هایدادهمرتب شوند. این کمیت  ها آن 

ات،  مشاهدبودن تعداد  زوج    در صورت  کهدرحالیمشاهدات، مقدار میانی همان کمیت میانه است،  

  هایدادهبرخلاف میانگین، میانه به  .  شودمیمیانه در نظر گرفته    عنوانبهدو مقدار میانی    میانگین

کمیت، بخصوص زمانی که   به یک سو کمتر حساس است. این  شدهمنحرفخارج از محدوده )پَرت( و  

 ارزیابی گرایش مرکزی است. )ارجح(  متقارن نیستند، معیار برتر ها داده

از یک آزمایش که به ترتیب    ایمجموعه برای    (℃  گرادسانتیدمایی زیر )برحسب درجه    هایداده

 . را در نظر بگیرید اندشدهنزولی مرتب 

105,96,86,79,76,68,67,63,57,50, 
 :شودمیدر این حالت، تعداد کل مشاهدات فرد است، بنابراین میانه چنین تعریف 

میانه ( 4-10) = اُمین مشاهده  (
N

2
), 

𝑁است ) گرادسانتیدرجه  71 که در مورد بالا  = 𝑁)اُمین مشاهده و   11 2⁄  (. ششم است داده  ،(

 : زوج باشدو زیر  صورتبهاگر تعداد مشاهدات 

105,96,86,79,76,68,67,63,57,50, 
 :شودمیچنین تعریف آنگاه میانه را 

میانه (4-11) = 
اُمین مشاهده  (

N+1

2
) + اُمین مشاهده  (

N

2
)

2
, 

𝑁  کهطوری به ،  شودمیدو مشاهده میانی در نظر گرفته    یعنی، میانگین 𝑁اُم و    ⁄2 + 1   ،اُم  ⁄2

 :میانه عبارت است از بالابنابراین در مورد نمونه ؛  مشاهدات هستند هایدادهموقعیت 

میانه =
76 + 71

2
 , 

میانه = 73/5℃ . 

 

 
1. Median 
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 مُد  ˗4  ˗4

معیار گرایش    عنوانبهمدُ    از  است. مزیت استفاده  هادادهدر مجموعه    شده انجاممشاهده    ترینفراوان  1مدُ 

( بکار بُرد.  2ای رستهعددی )-عددی و غیر  هایدادهآن را برای هر دو نوع    توانمیکه    آن استمرکزی  

  3( وگرامتهیس)  نگاربافتترسیمی، یک    صورتبه.  رود میبکار    ایرسته   هایدادهاین معیار اغلب برای  

نوار نشانگر مدُ استکه در آن    شودمیاستفاده    هادادهبرای نمایش مجموعه   اما گاهی  ؛  بلندترین 

(  شوندمیاوقات، ممکن است دو مقدار/متغیر که فراوانی یکسانی دارند )به تعداد دفعات واحد تکرار  

 نیست. مفید وجود داشته باشند؛ در چنین مواردی، مُد 

مدُ اوقات،  یا    گاهی  از گرایش  فراتر  قرار    ناحیهبسیار   تصویر و    ایده  روازاین و    گیردمی مرکزی 

 . دهد نمیارائه  هادادهاز مجموعه  یدقیق

رأی  ،  1–4شکل   به موضوع مورد علاقه خود  دانشجویانی که  نمایش    انددادهتعداد  .  دهد میرا 

است تا شیمی معدنی )زیرا اغلب    فیزیکشیمیدید که انتخاب عمومی دانشجویان    روشنیبه  توانمی

 کمترین تمایل مربوط به انتخاب نانوشیمی است.(. اندداده دانشجویان به آن رأی 

 

 

 مدُ  دهنده نشان هیستوگرام  :1-4شکل 

 

 

 

 
1. Mode 

2. Categorical data 

3. Histogram 
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 معیار  انحراف  ̠ 5  ˗4

 گیری اندازهآنگاه مقادیر    شوندمی انجام یکسانی    گیریاندازهاز مشاهدات برای    ایمجموعه  کههنگامی

، انحراف مشاهدات از مقدار 1. انحراف معیارشوندمی( جمع  شده حول مقدار مرکزی )به نام میانگین

. انحراف  کندمیپراکندگی مشاهدات در هر یک از دو سوی میانگین را توصیف    چگونگیمیانگین یا  

پراکندگی    هاییدادهبیانگر    تربزرگمعیار   از  تروسیعبا  نقطه داده وجود    𝑁  است. معمولا  جمعیتی 

تعریف   ( چنین)   معیارانحراف    هاآنو برای  هر نقطه داده مشخص است  اطلاعات  در آن    کهدارد  

 شودمی

(4-12) σ = √
∑ (xi − μ)2
N
i=1

N
, 

  مشاهده   𝑥𝑖اشاره دارد،    موردنظربه تعداد کل نقاط داده یا مشاهدات در جمعیت    𝑁  کهطوری به

𝑖  است و  اُم  𝜇  جمعیت از  میانگین  𝑁  جمعیت  کل    های دادهاما گاهی اوقات دسترسی به  ؛  مشاهده است

است؛   یا    روازاین دشوار  )بخش  جمعیت  از  نمونه  جمعیت(    ایزیرمجموعه یک   انتخاب از 

. در مقام مقایسه تفاوتی بین  شودمیتقریبی از پارامتر جمعیت در نظر گرفته    عنوانبهکه    شودمی 

 شوند میها( چنین تعریف معیار )و جمعیت وجود دارد. برای نمونه، انحراف  نمونه انحراف معیار

(4-13) s = √
∑ (xi − x̅)

2N
i=1

n − 1
, 

𝑛  همچنان کهمشاهده اشاره دارد.    𝑛  نمونه برای  به میانگین  𝑥̅  کهطوری به → 𝑁    کندمیمیل  ،

𝑠  ، یعنی،شودمی نزدیک به انحراف معیار جمعیت نمونه انحراف معیار → 𝜎 . 

 

  واریانس  ˗6  ˗4

انحراف از میانگین  کمیت مربع  . این  کند میرا ارزیابی    میانگینپراکندگی حول  )وردایی(    2واریانس 

انحراف استاندارد تعریف شود. برای یک جمعیت   توان دوم  صورتبهاین کمیت   است. ممکن است

 از  عبارت استنقطه داده، واریانس  𝑁معین دارای 

(4-14 ) σ2 =
∑ (xi − μ)

2N
i=1

N
. 

 
1. Standard deviation (Std dev.) 

2. Variance 
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  کند میکوواریانس بیان  وجود دارد.  (  ورداییهم)  1یانس به نام کووار  مانند واریانسهر دیگری  پارامت

که    سنجدمیهمبستگی بین دو متغیر را    . این کمیت میزانکنندمیکه چگونه دو متغیر با هم تغییر  

 در آن 

(4-15) Cov(x, y) = √
∑ (xi − x̅)(yi − y̅)
N
i=1

N− 1
. 

 

 تغییرات   ضریب  ̠ 7  ˗4

. این کمیت نمایانگر  شودمیتعریف    نسبت انحراف استاندارد به میانگین  صورتبه  2ضریب تغییرات 

این کمیت؛ که تحت عنوان انحراف نسبت به میانگین جمعیت یا نمونه است.    3میزان تغییرپذیری

ضریب تغییرات اغلب ؛ برای مقایسه پراکندگی یک توزیع مفید است.  شودمینسبی نیز شناخته    معیار

 . کندمیدر شیمی تجزیه کاربرد پیدا  

(4-16 ) CV =
σ

μ
. 

بیشتر است.   حول میانگین  هادادهباشد، پراکندگی    تربزرگ(  𝐶𝑉مقدار ضریب تغییرات )  هرقدر

 است. (تریکدست) ترهمسانباشد، توزیع  ترکوچک( 𝐶𝑉هر چقدر ضریب تغییرات )

 :اند شدهزیر ارائه  صورتبهمثال، دو مجموعه داده )الف و ب(  عنوانبه
 

 تحلیل ضریب تغییرات  :2- 4جدول 

 (.Std dev)  انحراف معیار ( CVضریب تغییرات )       

 5811/1 7/52 5 4 3 2 1 مجموعه الف 

 5811/1 3/6 27 26 25 24 23 مجموعه ب 

یکسانی از مقدار   مشهود است، اگرچه هر دو مجموعه انحراف معیار  2–4جدول  از    همچنان که  

به    میانگین مربوط  تغییرات  ضریب  دارند،  ترتیب    هاآن خود  و  53)به  زیرا  %6  است  متفاوت   )%

 متفاوت هستند.   هاآن هر یک از ختصم هایمیانگین

 

مکرر    طوربه  هاگیریاندازهاز هماتیت برای تعیین درصد آهن در نمونه بررسی شد.    اینمونه  :1مثال  

 :از  اندعبارت مقادیرانجام شد تا از مقدار واقعی اطمینان حاصل شود، 

94/42 , 92/42 , 87/42 , 84/42 , 83/42, 79/42 , 78 /42 , 75/42 , 73/42, 62/42, 

 
1. Covariance 

2. Coefficient of variation 

3. Variability 
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، پراکندگی، میانه، انحراف میانگین، انحراف استاندارد و ضریب تغییرات را محاسبه  مقدار میانگین

 کنید. 

 . شوند میصعودی مرتب  صورتبه ها دادهابتدا  :حلراه

94/42 , 92/42 , 87/42 , 84/42 , 83/42, 79/42 , 78 /42 , 75/42 , 73/42, 62/42 
 : برای محاسبه میانگین 

=میانگین 
94/42 , 92/42 , 87/42 , 84/42 , 83/42, 79/42 , 78 /42 , 75/42 , 73/42, 62/42

10
 

=42/80 . 
 . مقادیر مشاهدات است ترینپایینتفاوت بین بالاترین و   1)پخش، پراکنش(   پراکندگی

پراکندگی  = 42/94 − 42/62 = 0/32 . 

𝑁چون تعداد زوجی )  =  ( از مشاهدات وجود دارد،10

میانه =
اُمین مشاهده  (

N+1

2
) + اُمین مشاهده  (

N

2
)

2
, 

میانه =
پنجمین  داده + ششمین  داده

2
, 

میانه = 42/81 . 
 (. 3–4جدول )  اندشده بندیجدول، نتایج محاسبه انحراف میانگین منظوربه

 و انحراف معیار  محاسبه میانگین  :3-4جدول 

𝒙𝒊 𝒙𝒊 − 𝒙 (𝒙𝒊 − 𝒙)
𝟐 

62/42  - 18/0  0324/0  

73/42  - 07/0  0049/0  

75/42  - 05/0  0025/0  

78/42  - 02/0  0004/0  

79/42  - 01/0  1E-04 

83/42  03/0  0009 /0  

84/42  04/0  0016 /0  

87/42  07/0  0049/0  

92/42  12/0  0144/0  

94 /42  14/0  0196 /0  

𝑥𝑖̅ = 42/80 Σ|𝑥𝑖 − 𝑥̅| = 0/73 Σ(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2 = 0/0817 

 بنابراین،

انحراف  میانگین  =
0/73
10

= 0/073, 

 
1. Spread 
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انحراف  معیار = 𝑠 = √
∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2
𝑛
𝑖=1

𝑛 − 1
, 

𝑠 = √
0/0817

9
= 0/095, 

𝑠2 = 0/009 

ضریب  تغییرات  = 𝐶𝑉 =
0/095
42/8

= 0/0021 = 0/21% . 

 شدگی کج

 شودمیزیر ارائه  صورتبه 𝑔  نماد است. این کمیت با ( نشانگر توزیع نامتقارنشدگیکج) 1چولگی

g ( 1–)الف = √
∑ (xi − x̅)

3n
i=1

(n − 1)s3
. 

𝑔  )متقارن( باشد، آنگاه وسیااگر توزیع گ = منفی باشد، آنگاه دنباله سمت چپ توزیع  𝑔  . اگر0

 راست است و بالعکس. سمت از دنباله  تربزرگ

 

 2کشیدگی

 شودمیزیر ارائه  صورتبه 𝑘  نماد این کمیت بااست.  3ها دهنده تیز بودن توزیع دادهکشیدگی نشان

k ( 2–)الف = √
∑ (xi − x̅)

4n
i=1

(n − 1)s4
. 

  شدید از میانگین   هایانحراف توسط    انحراف معیار  بخش عمدهکه    آن استبیانگر    𝑘  مقادیر بالای

به میانگین هستند    ترنزدیککه انحرافات  آن است بیانگر  𝑘 مقادیر کوچک  کهدرحالی شودمیایجاد 

 شده است.  محدودو توزیع 

 

 هاداده  تحلیل  ˗8  ˗4

امورپارامترهای    ترینمتداولپیشین    مورداشاره  4توصیفگرهای  همه تحلیل    ستفاده د    هادادهبرای 

وجود    هاآزمون از    ایمجموعه است.   اقدامات  ترینمهمیکی از   هادادهاز    گیرینمونه همچنین،    هستند.

که بدانید آیا   کنندمیکمک   هاآزمون. این کنند میکمک   ها دادهدارند که به شناسایی ناهنجاری در 

 
1. Skewness 

2. Kurtosis 

3. Pointedness 

4. Descriptors 
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ناسازگار داده  یا  را حفظ کنید  آزمون   یک مقدار داده  در نمونهرا حذف کنید.  پُرکاربرد  گیری های 

 .گیرندمیقرار  موردبحثها در زیر داده

 

 𝑸 آزمون  ̠ 1  ˗8  ˗4

𝑄  آزمون
 

  کاربرد آماری برای تعیین، یک ابزار ساده و پُرشودمینیز شناخته    1که به نام آزمون دیکسون 

این ابزار شامل بررسی    آیا یک نقطه داده مشخص یا نتیجه باید حفظ شود یا حذف شود.   این است که

پراکنده و یافتن مقادیر خارج از محدوده )پَرت( یا ناسازگار است. یک داده خارج از    هایدادهتمام  

یا توزیع متفا از مجموعه نمونه  تی ومحدوده )پَرت( یک مقدار منحرف شده است که ممکن است 

 شده باشد.  حاصل

از محدوده در مجموعه   اثر   و انحراف معیار   بر محاسبات میانگین  ها دادهحفظ یک داده خارج 

  ها داده،  𝑄  خارج از محدوده حذف شوند. برای انجام آزمون  هایداده، لازم است  روازاین.  گذاردمی

و    صورتبهباید   توزیع  صعودی(  ترتیب  )به  حالت  شدهمرتبیکنواخت  این  در    𝑄  کمیت  باشند، 

 شود میارائه  صورتبدین

(4-17) Q =
|xq − xn|

w
. 

،  ها دادهمقدار در    ترینبزرگو    ترینکوچک پراکندگی مشاهدات، یعنی، تفاوت بین    𝑤  کهطوری به

  هادادهاست زمانی که    مشکوکمقدار به مقدار    تریننزدیک  𝑥𝑛  و   مشکوکمقدار    𝑥𝑞  کهدرحالیاست،  

 . شوندمیبه ترتیب صعودی یا نزولی مرتب  

( که با یک مقدار حد اطمینان مشخص 𝑄  )مقدار بحرانی  𝑄𝑐  سپس این نسبت با مقادیر بحرانی

𝐶𝐿  %؛95)معمولا  حد اطمینان   = باشد،    تربزرگ  𝑄𝑐  از  𝑄  . اگرشودمی( مطابقت دارد، مقایسه  95%

نتیجه  توانمی اطمینان(،  مشکوک)  برانگیزسؤال   از  .  کرد   نظرصرف  (𝑄𝑐  )در  شدهمشخص  با درجه 

 اطمینان مختلف را در بر دارد. هایبازهدر  𝑄  مقادیر 4–4جدول 

از  نتایج رضایت بخشی برای مجموعه داده  𝑄  آزمون 𝑁نقطه )  10های دارای بیش  > ارائه 10  )

برای رفتار نامنظم آزمود اما تنها از  توان بیش از یک نقطه داده را  ، می𝑄  دهد. بر اساس نتایج نمی

شود؛ بنابراین، نقاط مشکوک )خارج از محدوده یا پَرت( توسط این آزمون نظر مییک مقدار صرف

 شوند. صورت قانونمند حذف میبه

 

 

 
1. Dixon’s test 
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 * 𝑄𝑐  مقادیر بحرانی  :4- 4جدول 

N Qc (CL 90%) Qc (CL 95%) Qc (CL 99%) 

3 941/0  970/0  994 /0  

4 765/0  829/0  926/0  

5 642 /0  710/0  821/0  

6 560/0  625/0  740/0  

7 507/0  568/0  680/0  

8 468/0  526/0  634/0  

9 437/0  493/0  598/0  

10 412/0  466/0  568/0  

* D.B. Rorabacher, Anal. Chem. 63 (1991) 139. 

 

با    : 2مثال   آلومینیوم  فلز  مقادیر  هاگیری اندازهچگالی  با  مکرر  بر   2/ 21.  91/2،  73/2،  61/2ی  گرم 

  نظر صرفهیچ یک از نقاط داده  باید از  ، آیا 𝑄  شد. بر اساس آزمون  گیریاندازهمکعب،  مترسانتی

 شود؟

  هادادهمرتب کردن    𝑄  ( با آزمونپَرتمقدار خارج از محدوده )اولین گام در شناسایی یک    :لحراه

 صعودی است  صورتبه

12/2, 61/2, 74/2, 91/2, 4/3. 
بنابراین این مقدار   رسد میناسازگار به نظر    شودمیبا سایر مقادیر مقایسه    کههنگامی  4/3نقطه  

-نزدیکبیشترین مقدار هستند.    4/3کمترین مقدار و    21/2، با نگاه به مقادیر،  روازاین مشکوک است.  

 دهد میاست که چنین نتیجه  2/ 91مقدار به مقدار مشکوک  رینت

𝑄 =
|91/2-4/3|
21/2-4/3

=3/0.  

𝑄𝑐𝑟𝑖𝑡  ، باید بهاکنون زیر    درستیبهاز آن بالاتر است یا    شدهمحاسبهنگاه کرد که آیا مقدار    𝑄𝑐  یا   

𝑁  در این مورد  ازآنجاکهاست.    𝑄𝑐  مقدار = 𝑄𝑐  % مقدار95و در حد اطمینان    5 = جدول است )  0/71

 گنجانده شود. ها داده در  تواندمی این نقطه داده  𝑄 (، بر اساس آزمون4–4

را    𝑄  آزمون  تواننمیوجود داشته باشد    هادادهاگر بیش از یک نقطه داده مشکوک یکسان در  

 انجام داد. 
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را نتیجه داده است.    23/56و    56/ 08،  04/56،  00/56،  95/55آنالیز نمونه کلسیت درصدهای    :3مثال  

 % باید آن را حفظ کرد یا رد کرد؟ 95؛ آیا در حد اطمینان  رسدمیآخرین مقدار غیرعادی به نظر  

 از  عبارت استصعودی  صورتبه هاداده: مرتب کردن حلراه

55/95, 56/00, 56/04, 56/08, 56/23.
 

است که   28/0( برابر با  95/55مقدار )و کمترین    (23/56مقدار )  اینجا، تفاوت بین بالاتریندر  

 است.  هادادهپراکندگی  

 : دهد میهستند که نتیجه  08/56و  23/56مقدار به ترتیب  تریننزدیکمقدار مشکوک و 

𝑄 =
|56/23-56/08|

28/0
=53/0.

 
𝑁  برای = 𝑄𝑐 % مقدار95در حد اطمینان    5 = 54/0  است. چون  71/0 < است، این نقطه   71/0

 داده باید حفظ شود.

 

 اطمینان  حد  ˗2  ˗8  ˗4

یک محدوده کامل  نزدیک باشد یا نباشد.    𝜇  ممکن است به مقدار میانگین حقیقی  𝑥̅  تجربی   میانگین

انحراف معیار  گیردمیوجود دارد که میانگین حقیقی در آن قرار   با میانگین تجربی و  تعریف    که 

. احتمال  شوندمینامیده    2اطمینان   د و حدود آن ح  شود مینامیده    1. این بازه حدفاصل اطمینانشودمی

با رابطه زیر  معمولا و    شودمینامیده    3اطمینانآنکه مقدار حقیقی در این بازه قرار داشته باشد سطح  

 آید می به دست

حد اطمینان  (4-18) = x̅ ±
ts

√N
. 

  است و   موردنظرو سطح اطمینان    یک فاکتور آماری وابسته به تعداد درجات آزادی  𝑡  کهطوری به

𝑠 انحراف معیار ( است. تعداد درجات آزادی𝑣 یک واحد کمتر از تعداد )هاگیریاندازه  (𝑁.است ) 

 

 

 

 

 

 
1. Confidence interval 

2. Confidence limit 

3. Confidence level 
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 درصد وزنی   41/82و    56/82،  5/82( آن سه بار با نتایج  %𝑤𝑡)  درصد وزنیبرای    اینمونه  :4مثال 

𝑋    گفت که مقدار حقیقی در یک بازه مشخص قرار   توانمی%  95بررسی شده است. با اطمینان

 . این بازه کدام است؟ گیردمی

هستند. در    075/0و    49/82به ترتیب    شده دادهو انحراف استاندارد برای سه مقدار    میانگین   :حلراه

𝑁  اینجا = 𝑣  است، بنابراین درجات آزادی  3 = 𝑁 − 1 = –4)است. با استفاده از معادله )  2

18) 

حد اطمینان  = x̅ ±
ts

√N
  = 82/49 ±

4/303 × 0/75

√3
= 82/49 ± 0/18. 

و    67/82% مقدار حقیقی بین  95با اطمینان    در غیاب خطای معین  گفت که  توانمیبنابراین،  

𝑡) گیردمیقرار  31/82 =  . (7–4جدول  از 303/4

 

 𝒕 آزمون  ̠ 3  ˗8  ˗4

، اغلب توسط تحلیلگر برای تحلیل آماری بین شودمینیز نامیده    1دانشجویی  𝑡 که آزمون  این آزمون

تا مشخص شود که آیا تفاوت اساسی    کندمیکمک    𝑡  . آزمونشودمینتایج دو شیوه متفاوت بکار برده  

بر اساس    𝑡  . سه نوع آزمونکنندمی  گیریاندازهیک چیز را    ها آن بین این دو روش وجود دارد یا اینکه  

 . شوندمیوجود دارد که توضیح داده   کاربرد

وجود دارد   هادادهاز  ایمجموعه ، است رسدر دست هادادهیک مقدار مورد قبول از  کههنگامی )الف(

 شودمیچنین بیان  𝑡 که نیازمند مقایسه هستند. در چنین مواردی آزمون

(4-19 ) μ = x̅ ±
ts

√N
. 

 

 چنین نوشت  توانمی یا

(4-20) ±t = (x̅ − μ)
√N

s
. 

 

 

مورد   2سنجی حرارتیروشی برای تعیین مقدار آلومینیوم در دارو با استفاده از تجزیه وزن:  5مثال  

 𝑝𝑝𝑚 6/9  نتایج  پنج بار تکرار شدند و میانگین  هاگیری اندازهبررسی قرار گرفت. با غلظت مشابه  

 
1. Student’s t-test 

2. Thermogravimetry 
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است. آیا این   𝑝𝑝𝑚 10/5 نوشتارهای علمیآمد. مقدار مرجع در  به دست 7/0± با انحراف معیار

 % صحیح است؟ 95مقدار حقیقی در سطح اطمینان  ارجاع بهبا آماری  ازنظرروش 

 ( 20–4)معادله  𝑡 با استفاده از آزمون :حلراه

t = (9/6-10/5)
√5
7/0
, 

t = 2/9. 
𝑁  در = است.   77/2% برابر با  95( در سطح اطمینان  7–4جدول  شده )بندیجدول  𝑡  ، مقدار5

𝑡𝑐𝑎𝑙𝑐  ازآنجاکه > 𝑡𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒     ،آماری نتایج متفاوتی    ازلحاظاین فرایند  وجود دارد که    اطمینان%  95است

 . دهدمیدار مرجع( در اختیار قرار از مقدار حقیقی )مق

 

متفاوت مقایسه   هایواریانسوجود دارد که در آن دو مجموعه داده با    𝑡  نوع دیگری از آزمون  )ب(

  هاآنممکن است درجات آزادی متفاوتی نیز داشته باشند.    هاییداده. چنین مجموعه  شوندمی

𝑁√  ،ها آن آنکه برای    جزبه  کنندمینیز از همان فرمول بالا استفاده  

𝑠
√با    

𝑁1𝑁2

𝑁1+𝑁2
𝑠𝑝⁄    جایگزین

 که در آن شودمی

(4-21) 

sp

= √
∑(xi1 − x1̅)

2 + ∑(xi2 − x2̅)
2 + ∑(xi3 − x3̅)

2 +⋯+∑(xik − xk̅̅ ̅)
2

N − k
, 

 بنابراین،

(4-22) ±t =
x1̅ − x2̅

sp
√
N1N2

N1 + N2
. 

 

به دو روش    :6مثال   از هاگیری اندازهبا  متفاوت    ایتجزیه تجزیه نمونه آهن  برای هر یک   ی مکرر 

 آمد:  به دستچنین  هاگیریاندازه های داده)الف و ب( انجام شد و  هاروش 

 

99/19  40/19  25/19  65/18  50/20  10/20  روش الف 

- 40/19  70/19  00/19  20/19  89/18  روش ب 

 

 مقایسه کنید.  هاآن دو روش را بر اساس مقادیر میانگین
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و   𝐹  متفاوتی دارند باید مقایسه شوند، هر دو آزمون دو روش که مقادیر میانگین کههنگامی:  حلراه

 . اندشده بندیجدول 5–4جدول . نتایج در  اند استفادهقابل  𝑡  آزمون

 
 الف و ب   متفاوت دو روش برای مقادیر میانگین tآزمون   :5- 4جدول 

𝒙𝒊𝟏 𝒙𝒊𝟏 − 𝒙𝟏̅̅ ̅ (𝒙𝒊𝟏 − 𝒙𝟏̅̅ ̅)
𝟐 𝒙𝒊𝟐 𝒙𝒊𝟐 − 𝒙𝟐̅̅ ̅ (𝒙𝒊𝟐 − 𝒙𝟐̅̅ ̅)

𝟐 

10/20  45/0  202/0  89/18  35/0  122/0  

50/20  85/0  722/0  20/19  04/0  002/0  

65/18  00/1  000/1  00/19  24/0  058/0  

25/19  40/0  160/0  70/19  46/0  212/0  

40/19  25/0  062/0  40/19  16/0  026/0  

99/19  34 /0  116/0     

𝑥1̅ = 19/65%  Σ = 2/262 𝑥2̅ = 19/24%  Σ = 0/420 

 :(22–4)( و 21–4)با استفاده از معادله 

𝑠𝑝 = √
∑(𝑥𝑖1 − 𝑥1̅)

2 + ∑(𝑥𝑖2 − 𝑥2̅)
2

𝑁1 +𝑁2 − 2
, 

𝑠𝑝 = √
2/262+ 0/420

6+ 5− 2
= 0/546, 

𝑡 =
19/65 − 19/24

0/546
√
6× 5
6+ 5

= 1/23. 

برای  بندیجدول  𝑡  مقدار )   9شده  آزادی  𝑁1درجه  +𝑁2 − اطمینان  2 در حد  با 95(  برابر   %

𝑡𝑐𝑎𝑙𝑐  است؛ بنابراین  262/2 < 𝑡𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒    .ازآنجاکه،  درنتیجهاست  𝑡𝑐𝑎𝑙𝑐  مقدار از    کمتر   به حد کافی 

𝑡𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒 .است تفاوت چندانی بین دو روش تجزیه وجود ندارد 

 

 2اثبات اصالت منظوربهوجود دارند که باید   ها دادهاز  هایی مجموعه :  )زوج( 1شده  جفت 𝑡  آزمون )پ(

در چنین مواردی، هر نقطه داده  مقایسه شوند.    موردقبول  های دادهاز    هاییمجموعهبا    ،ها آن 

  𝑡  و مقدار  شودمیارزیابی میزان انحراف مقایسه    برای  موردقبولمتقاطع با نقطه داده    صورتبه

 . آیدمی به دستچنین 

 
1. Paired t-Test 

2. Genuineness 
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(4-23) t =
D̅

sd
√N, 

 کهطوریبه

(4-24) sd = √
∑(Di − D̅)

2

N − 1
. 

 

 

دو    با  هانمونه از  برای یک مجموعه    شدهآوری جمع  هایدادهدو دسته از    شدهارائه  هایداده  : 7مثال  

 بین دو روش وجود دارد. توجهیقابلآیا تفاوت   که روش متفاوت هستند. تعیین کنید 

 
 ج ث ت پ ب الف نمونه 

2/10 روش اول   7/12  6/8  5/17  2/11  5/11  

5/10 روش دوم   9/11  7/8  9/16  9/10  1/11  

 

نتایج برای پارامترهای    بندیجدول، امکان  زوج  𝑡  ( برای آزمون23– 4)با استفاده از معادله    :حلراه

 وجود دارد:   6–4جدول  صورتبهمختلف 

 

 

 
 جفت  tآزمون   :6-4جدول 

𝑫𝒊 𝑫𝒊 روش دوم  روش اول  نمونه  − 𝑫̅ (𝑫𝒊 − 𝑫̅)
𝟐 

2/10 الف   5/10  - 3/0  - 6/0  36/0  

7/12 ب  9/11  8/0  5/0  25/0  

6/8 پ  7/8  - 1/0  4/0  16/0  

5/17 ت  9/16  6/0  3/0  09/0  

2/11 ث  9/10  3/0  0/0  0/0  

5/11 ج  1/11  4/0  1/0  01/0  

   Σ 𝐷𝑖 = 1/7  Σ(𝐷𝑖 − 𝐷̅)
2 = 0/87 

𝐷̅=
7/1
6
=28/0,  

𝑠𝑑 = √
87/0
6− 1

= 42/0, 
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𝑡 =
28/0
42/0

× √6 = 63/1. 

𝑡𝑐𝑎𝑐𝑙  است و چون   571/2  برابر با  %95شده در حد اطمینان    بندی جدول  𝑡  مقدار < 𝑡𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒  

 بین دو روش وجود ندارد.  توجهیقابلاست، تفاوت 

 

 𝑭 آزمون  ̠ 4  ˗8  ˗4

)روش استاندارد( مقایسه شود تا روش   موردقبول  هایروشیک روش با    یجهاغلب مطلوب است که نت

نتایج  با    توجهیقابل  طوربهنتایج    از  طراحی شود. تعیین اینکه آیا یک مجموعهقدرتمندتری  تجزیه  

گی  و پراکند  در دسترس  های دادهتعداد  بلکه به    ها میانگینبه تفاوت    تنهانهدیگر متفاوت است  روشی  

 نیز بستگی دارد.   هاآن 1( گسترش)

رو، این آزمون طراحی شده است  کند. ازاینتفاوت بین پراکندگی نتایج را ارزیابی می  𝐹2  آزمون

تفاوت معناداری بین دو روش وجود دارد. از این آزمون    انحراف معیارتا نشان دهد که آیا بر اساس  

 شود. استفاده می برای مقایسه دو واریانس

 

 : شوداست( تعریف می های دو روش )واریانس مربع انحراف معیاربرحسب واریانس 𝐹کمیت 

(4-25) F =
s1
2

s2
2 , 

𝑠1 کهطوری به > 𝑠2. 

𝑁 صورتها درجات آزادی هر روش بهوجود دارند که در آن  𝑣2 و   𝑣1  دو درجه آزادی متفاوت −

 شوند. تعریف می 1

از مقدار جدول محاسبه   𝐹  اگر مقدار از معادله  انتخابی شده  اطمینان  بندی شده در یک سطح 

،  𝐹  های دو روش وجود دارد. برای انجام یک آزمونتوجهی بین واریانسبیشتر باشد، آنگاه تفاوت قابل

 شود.  )سطح اهمیت آزمون( ایجاد می 5برای تعیین سطح معناداری 4مقابل و  3یک فرض صفر

 

 

 

 

 
1. Spread 

2. F-test 

3. Null 

4. Alternate 

5. Significance level 
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𝑣  برای  𝑡  مقادیر  :7- 4جدول  = 𝑁 −  .*درجه آزادی برای سطوح اطمینان مختلف 1

 سطح اطمینان 

v  90% 95% 99% 5/99 % 

1 314 /6  706/12  657/63  32/127  

2 92/2  303 /4  925/9  089/14  

3 353/2  182/3  841/5  453/7  

4 132/2  776/2  604 /4  598/5  

5 015/2  571/2  032 /4  773/4  

6 943/1  447/2  707/3  317/4  

7 895/1  365/2  5/3  029 /4  

8 86/1  306 /2  355/3  832/3  

9 833/1  262/2  25/3  69/3  

10 812/1  228/2  169/3  581/3  

15 753/1  131/2  947/2  252/3  

20 725/1  086/2  845/2  153/3  

25 708/1  06/2  787/2  078/3  

  645/1  96/1  576/2  807/2  

* Analytical Chemistry 7e by Gary D. Christian et al., John Wiley & Sons. 

 

شده برای شوند. مقدار محاسبههمچنین درجات آزادی در صورت و در مخرج کسر مشخص می

شود تا فرض صفر رد و یا تأیید شود. در حین ارزیابی مقدار کمیت  یک حد اطمینان معین ارزیابی می

 باید در صورت کسر حفظ شود. تربزرگواریانس  مقدار ، 𝐹آزمون  

 

𝜎1  کندمیفرض صفر فرض  
2 = 𝜎2

𝜎1  با توجه به فرضیه بدیل   کهدرحالیاست،     2
2 ≠ 𝜎2

است.    2

𝐹𝑐𝑎𝑙𝑐  اگر > 𝐹𝑐𝑟𝑖𝑡  باشد؛ که در آن  𝐹𝑐𝑟𝑖𝑡  مقدار  𝐹    آزمون    موردنیازدر حدود اطمینان یا معناداری

با درجات آزادی مختلف %  95حد اطمینان    برای  𝐹 مقادیر  8–4جدول  .  شودمید  است؛ فرض صفر رَ

 . نماید میرا فهرست 
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 .*% 95اطمینان   سطح   در 𝐹  مقادیر :9- 4جدول 

 
𝒗𝟏
= 𝟐 

3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30 

𝒗𝟐
= 𝟐 

19 2 /19  2 /19  3 /19  3 /19  4 /19  4 /19  4 /19  4 /19  4 /19  4 /19  5 /19  

3 55 /9  28 /9  12 /9  01 /9  94 /8  89 /8  85 /8  81 /8  79 /8  7 /8  66 /8  62 /8  

4 94 /6  59 /6  39 /6  26/6  16 /6  09 /6  04 /6  6 69 /5  86 /5  8 /5  75 /5  

5 79 /5  41 /5  19 /5  05 /5  95 /4  88 /4  82 /4  77 /4  74 /4  62 /4  56 /4  5 /4  

6 14 /5  76 /4  53 /4  39 /4  28 /4  21 /4  15 /4  1 /4  06 /4  94 /3  87 /3  81 /3  

7 74 /4  35 /4  12 /4  97 /3  87 /3  79 /3  73 /3  68 /3  64 /3  51 /3  44 /3  38 /3  

8 46 /4  07 /4  84 /3  69 /3  58 /3  5 /3  44 /3  39 /3  35 /3  22/3  15 /3  08 /3  

9 26 /4  86 /3  63 /3  48 /3  37 /3  29 /3  23 /3  18 /3  14 /3  01 /3  94 /2  86 /2  

10 1 /4  71 /3  48 /3  33 /3  22/3  14 /3  07 /3  02 /3  98 /2  85 /2  77 /2  7 /2  

15 68 /3  29 /3  06 /3  9 /2  79 /2  71 /2  64 /2  59 /2  54 /2  4 /2  33 /2  25 /2  

20 49 /3  1 /3  87 /2  71 /2  6 /2  51 /2  45 /2  39 /2  35 /2  2 /2  12 /2  04 /2  

30 32 /3  92 /2  69 /2  53 /2  42 /2  33 /2  27 /2  21 /2  16 /2  01 /2  93 /1  84 /1  

* Analytical Chemistry 7e by Gary D. Christian et al., John Wiley & Sons. 

 

ثبت  ی مکرر از این دو روش  هاگیریاندازهبا دو روش متفاوت بررسی شد و نتایج    اینمونه  :8مثال 

 ( را مقایسه کنید.9–4جدول دو روش ) شدهارائه ، نتایج 𝐹 بر مبنای آزمونشد. 

. واریانس  شودمیدو روش بکار برده    با مقایسه واریانس   𝐹  برای مقایسه دو روش، اغلب آزمون  :حلراه

 . شودمیدو روش چنین محاسبه 
 

 نتایج دو روش الف و ب. :9- 4جدول 

 131 139 136 131 138 روش الف 

 137 133 138 132 134 روش ب

𝑠1
2 =

∑ (𝑥𝑖1 − 𝑥̅)
2𝑛

𝑖=1

𝑁1 − 1
=

58
5− 1

= 14/5, 

𝑠2
2 =

∑ (𝑥𝑖2 − 𝑥̅)
2𝑛

𝑖=1

𝑁2 − 1
=

26/8
5− 1

= 6/7, 

𝐹 =
𝑠1
2

𝑠2
2 =

14/5
6/7

= 2/164. 
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𝑣1  شده )برای  بندیجدول نتیجه   = 𝑣2  و  4 = برای   𝐹  بنابراین، مقادیر؛  است  39/6( برابر با  4

دو روش  ،  روازاینشده هستند؛    بندیجدولاز نتایج مجاز  خیلی کمتر    شوندمیکه مقایسه    هاییروش

 دو رویه با اعتبار برابر هستند.  ها آن الف و ب بر اساس واریانس
 

 خطا   توزیع  ˗9  ˗4

در   روند   تجربی   هایآزمایشاغلب  از یک  و خطاها  توزیع  کنند میپیروی    1رخدادها  انواع مختلف   .

 چنین خلاصه نمود  توانمیرا  شده مشاهده

 ، 2وسی ا( توزیع گ1)

 ،3ایدوجمله ( توزیع 2)

 .4نو( توزیع پواس3)

 ی وساگ  توزیع  ̠ 1  ˗9  ˗4

است که تابع چگالی    ایپیوسته ( توزیع  شودمینیز نامیده    )که توزیع نرمال  در آمار، توزیع گاوسی 

 : آن برابر است با 5احتمال 

(4-26) ρ(x) =
1

σ√2π
e
− 
(x−μ)2

2σ2  . 

هستند. این توزیع توسط    و انحراف معیار  به ترتیب میانگین  𝜎  و  𝜇  که در آن  𝑥  برای تمام مقادیر

و    6گاوس  شد  تبعیت    های پدیدهمعرفی  توزیع  این  از  گاوسیکنندمیمتنوعی  توزیع   را    . 

 :چنین نوشت 7در فرم نرمال )بهنجار( توانمی

(4-27) f(x) = ∫ ρ(x)
+∞

−∞

dx =
1

σ√2π
∫ e

− 
(x−μ)2

2σ2
+∞

−∞

dx = 1 . 

𝜎  کههنگامی = پراکندگی متغیر توزیع،  . این  شودمینامیده    8استاندارداست این توزیع، توزیع    1

  ترینمتداول. این توزیع نماید میآن را )متقارن حول میانگین( توصیف  تصادفی حول مقدار میانگین

)گاوسی( است، آنگاه توزیع آن   ، اگر مشخص باشد که نوع توزیع نرمال روازاینتوزیع در آمار است؛  

 
1. Trend 

2. Gaussian distribution 

3. Binomial distribution 

4. Poisson distribution 

5. Probability density function  

6. Carl Friedrich Gauss 

7. Normal 

8. Standard distribution 
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و    واریانس،  آن توصیف نمود. در توزیع گاوسی  میانگین و انحراف معیار  تحلیلبا    توانمیمتغیر را  

 (. 2–4شکل متقارن است ) ایزنگولهمیانگین لزوما  برابر نیستند. این توزیع به شکل یک منحنی 

، پراکندگی  . توزیع گاوسینمایدمیپیوسته دارای توزیع متقارن را توصیف    هایدادهاین توزیع  

بحث شد    ینا  از  پیشهمانگونه که  .  نمایدمیتصادفی را تشریح    هایآزمایشخطاها در یک توالی از  

آن متقارن    مقدار میانگین  یا تصادفی باشند. توزیع گاوسی حول  سیستماتیک   توانند میاین خطاها  

 محصور بین   . کل سطح زیر منحنیکندمیاست و این میانگین منحنی متقارن را به دو نیم تقسیم  

𝑥 = 𝑎  و  𝑥 = 𝑏    استاندارد آن  سازی  ساده  منظور  به  منحنی  اغلب  است.  یک  با  )همگون(  برابر 

𝜇  که شودمیاستاندارد  و این منحنی زمانی  شودمی = 𝜎  و  0 = بنابراین، معادله به شکل  ؛ باشند 1

 .زیر خواهد بود

(4-28) f(x) =
1

√2π
∫ e− 

x2

2

b

a

dx. 

 

 خطاها.  توزیع گاوسی : 2-4شکل 

 

 ای جمله  دو  توزیع  ˗2  ˗9  ˗4

  دوتایی گسسته تصادفی از یک نمونه محدود، اعم از موفقیت یا شکست  های دادهاین توزیع پراکندگی  

روی  . با توجه به فرمول، این توزیع احتمال شودمیتوزیع دوتایی نامیده  روازاین، نماید میرا توصیف 

حالت کاربرد این توزیع زمانی است که   ترینمناسب.  دهدمیآزمایش را نشان    𝑛  دررویداد    𝑥  دادن

 کم، معمولا  یک موفقیت و یک شکست، باشد:  ها خروجیتعداد 
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(4-29) P(x) = Cx
𝑛 pxqn−x = (

n
x
) px(1− p)n−x, 

  احتمال موفقیت و   𝑝  آزمایش است،   𝑛  از  ها موفقیتتعداد    𝑥  ، هاستآزمایشتعداد    𝑛  که در آن 

𝑞 احتمال شکست (𝑞 = 1− 𝑝و ( است  (𝑛 − 𝑥)  کندمیاشاره  هاشکستبه تعداد : 

(4-30 ) σ = √np(1 − p) = √npq, 

 ،کهطوری به

(4-31) μ = np . 

چقدر است؟    ظاهر شود  3بار روی تاس عدد    8بار ریخته شود، احتمال آنکه    30اگر یک تاس  

𝑛  اینجا = 30،  6/1  𝑝 𝑥  و   = = معادل    تقریبا   ایدوجمله، توزیع  𝑛  هستند. برای مقادیر بزرگ  8

 . است توزیع گاوسی

 

 نوپواس  توزیع  ̠ 3  ˗9  ˗4

روی دادن تعداد مشخصی از رویدادها در یک  گسسته است که احتمال    این توزیع، یک توزیع احتمال

. این توزیع رویدادهای تصادفی  کندمیمحدوده ثابت از زمان، فاصله، سطح، حجم، فضا و غیره را بیان  

تصادفی که احتمال وقوع نادری دارند    . این توزیع برای فرایندهایکند می  سازیمدلو مستقل را  

 توصیف رویدادهایی با احتمال وقوع کم مفید است. این توزیع برای مناسب است. 

 گیریاندازهفروپاشی رادیواکتیو هسته را در نظر بگیرید. اگر طول عمر هسته چند سال باشد و  

فروپاشی نماید    گیریاندازه، آنگاه احتمال آنکه هسته در طی  حدود یک دقیقه انجام شود  شدهانجام

 : آیدمیبکار  ، اینجا توزیع پواسونروازاین ؛ بسیار کوچک است

(4-32) p(x) =
e−λλx

x!
. 

𝑥 که در آن = 0,1,2,3,…   

رویدادها یا  متوسط تعداد    𝜆  رویداد )موفقیت( است و  𝑥  دقیقا احتمال مشاهده    معادل  رابطه بالا

یک  هاستموفقیت این  توزیع    شکل .  از  میل    نهایتبیبه     𝑛  کههنگامیاست    ایدوجملهمحدود 

𝜎برابر است )  با واریانس . در یک فرایند پواسون، میانگینکند می = √𝜇.) 

رویداد    3است. احتمال وقوع    5نمونه، متوسط تعداد رویدادی در یک سال در یک محل    عنوانبه

 در همان محل چقدر است؟ 

𝜆 اینجا، متوسط = 𝑥  و 5 =  است: 3

𝑃(𝑥  درنتیجه = 3) = 𝑒−553

3!
= 1404/0  . 
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، یک  % است. بر اساس توزیع پواسون14  بنابراین، احتمال آنکه رویداد در همان محل روی دهد 

از زمان روی دهد و یک رویداد مستقل از وقوع رویداد دیگر است.    اینقطهرویداد ممکن است در هر 

. این توزیع احتمال نمایدمیدوتایی از یک نمونه نامتناهی را توصیف    هایدادهاین توزیع پراکندگی  

 . دهدمیرویداد از یک جمعیت )نمونه نامتناهی( را نشان  𝑟  مشاهده

 

 

 گسترده  اتصفح  افزارهاینرم  از  استفاده  با   آماری   ابزارهای ˗10  ˗4

 یانگین ( م 1)

در    هادادهابتدا  .  شودمیاستفاده    AVERAGEیک نمونه یا جمعیت، تابع    برای یافتن میانگین     

تابع    شوندمیوارد    هاستون  نشان    صورتیبه    AVERAGEو سپس  برده  شده دادهکه  بکار   ،

 است. )AVERAGE(Array1  صورتبهآن  1دستوری ساختار. شودمی

 ( مُد 2)

مدُ       یافتن  تابع    هایدادهبرای    برای  آن   .شودمیاستفاده    MODEمشخص،  دستوری  الگوی 

 است. )MODE(Array1 صورتبه، شدهدادهنشان  3–4شکل در  همچنان که 

 

 صفحه گسترده.  افزارنرمدر  و مُد میانگین :3-4شکل 

 

صفحه گسترده محاسبه نمود.   افزارنرم با استفاده از    توانمیانواع مختلف پارامترهای توزیع را نیز  

 . شوند میاین پارامترها به شرح زیر توضیح داده 

 

 
1. Syntax 
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 ( توزیع نرمال 3)

 : از عبارت استالگوی دستوری 
=NORMDIST(Number, Number, Arithmetic mean, Standard deviation, returns 

the Normal Probability distribution function) 
 

و یک    ، انحراف معیار که در آن پارامترها به ترتیب مقداری که توزیع آن مدنظر است، میانگین

 Trueتابع توزیع احتمال هستند. اگر پارامتر آخر  نوع مقدار بازگشتی    تعیین  پارامتر منطقی جهت

  2مقدار تابع جِرم احتمالباشد    Falseو اگر    شودمی  محاسبه  1مقدار تابع توزیع انباشته )تجمعی(باشد  

 ( 4–4شکل . )شودمیمحاسبه 

 

 صفحه گسترده.  افزارنرمدر   توزیع نرمال :4-4شکل 

 

  توان میمشابهی    صورتبه.  دهدمی  به دست   را مطابق با توزیع نرمال   00833/0این مثال پاسخ  

 :از اندعبارترا بکار بُرد. الگوهای دستوری   و توزیع پواسون ایدوجمله توزیع 

=BINOMDIST(number’s, trials, probability’s, returns the cumulative 

distribution function) 

 
=POISSON(number, arithmetic mean, returns the cumulative distribution 

function). 
 

 

 
1. Cumulative distribution function 

2. Probability mass function 
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 𝑭 ( آزمون4)

آزموندر   از    توانمیرا    𝐹  اکسل  استفاده  ابزار    Data analysisزبانه  با  انتخاب  -F-test twoو 

sample for variances  (  انجام داد.  5–4شکل )که نتایج در    خروجی  هایسلولو   ها داده  هایآرایه

 را انتخاب کنید.  آن نمایش داده خواهند شد

 

 
 صفحه گسترده.  افزار نرمدر  ها دادهبا ابزار تحلیل  𝐹  آزمون :5-4شکل 

 

که   به تعداد درجات آزادی  df. در تصویر،  اندشدهنشان داده    6–4شکل  در    آمده دستبهنتایج  

𝑁برابر با   −  است. 𝐹  مقدار آزمون 𝐹  کهدرحالی، کندمیاست، اشاره  1

 

 صفحه گسترده.   افزارنرمدر   هادادهبا ابزار تحلیل    𝐹نتایج آزمون  :6-4شکل 

 𝒕 ( آزمون 5)

در صفحات گسترده برای سه گزینه مختلف؛   توانمیقرار گرفت را    مورداشاره  ازاینپیشکه    𝑡  آزمون

  ؛ قبل  های بخشدر    ؛ شدهمطرحکه نشان داده شده است؛ انجام داد که با سه نوع آزمون    طورهمان

 (. 7–4شکل )  مطابقت دارد 𝑡 تحت عنوان آزمون
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 افزار صفحه گسترده. ها در نرمبا ابزار تحلیل داده 𝑡  آزمون :7-4شکل 
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 تمرین  برای هایی مسئله   ˗11 ˗4

 : و پراکندگی توزیع را محاسبه کنید  ، انحراف متوسط، انحراف معیارمیانگین  شدهارائه  هایداده. برای  1

.146/7, 098/7, 256/7, 593/6 
 

 5/23،  9/23،  2/23،  8/23،  5/24،  2/23:  اندشدهی زیر از یک متغیر مشخص حاصل  هاگیریاندازه.  2

  9/23% نقطه داده  95آیا در سطح اطمینان  که    کنید  تعیینرا بکار ببرید و    𝑄  آزمون.  0/24و  

 ست. امقداری خارج از محدوده 
 

%(  90)در حد اطمینان    𝑡  % و مقدار 2/0  ، انحراف معیار 06/56  با میانگین  هایی داده. برای مجموعه  3

 ، حد اطمینان را محاسبه کنید. 833/1برابر با 
 

،  16/3،  98/2مکرر انجام شد و نتایج    صورتبهبرای تعیین ترکیب درصد اجزا نمونه    اینمونه. تجزیه  4

آماری در باشد آیا این روش از منظر    03/3  حاصل شدند. اگر مقدار حقیقی  07/3و    99/2،  02/3

 % صحیح است؟90مقایسه با مقدار حقیقی در سطح اطمینان 
 

و یک    1(FESنشری شعله )  سنجیطیفی تکراری زیر روی یک نمونه با استفاده از  هاگیریاندازه.  5

در دقت    معناداریگزارش شدند. آیا تفاوت  در جدول زیر  جدید انجام و نتایج    2روش نورسنجی 

 دو روش وجود دارد؟ 

FES (mg dL-1) Colorimetric (mg dL-1) 

9/10  2/9  

1/10  5/10  

6/10  7/9  

2/11  5/11  

7/9  6/11  

10 3/9  

 1/10  

 2/11  

=میانگین 4/10 = میانگین  4/10  

 

 
1. Flame Emission Spectrometry 

2. Colorimetric method 



 

 

 فصل پنجم 

ی عدد یبرازش منحن 
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 مقدمه   ˗1 ˗5

ترسیمی ایجاد   صورتبهکه یک منحنی یا تابع ریاضی را   پردازدمیآماری    1فن برازش منحنی به یک  

 ایمجموعه برای    فن. این  نمایداز نقاط داده را توصیف    ایمجموعهه بهترین شکل وضعیت  تا ب  کند می

یک  تابعی از هم؛ در شکل یک تابع ریاضی یا  عنوانبهاز نقاط داده، بین متغیرهای وابسته و مستقل 

ایجاد   رابطه  ریاضی؛  منحنیکندمیمعادله  برازش  برای    صورتبه  .  فرایندهای    سازیمدلگسترده 

، باید دو عبارت بسیار هادادهمنحنی    برازش  های فناما قبل از درک این  ؛  شودمیمختلف استفاده  

 را درک کنید.  هستند 3و رگرسیون  2مهم که همبستگی

بین  ایرابطهاغلب برای تعیین میزان شدت وابستگی یا برقراری  در آمار، همبستگی و رگرسیون

بین    بر یک تابع ریاضی منطبق شوند، یک نمودار پراکندگی  هاداده. پیش از آنکه  رودمیمتغیرها بکار  

بین دو متغیر وجود   ایرابطهاستنباط کرد که آیا    توانمیاز نمودار پراکندگی  .  شودمیدو متغیر رسم  

 به نوع رابطه ریاضی بین متغیرها پی بُرد.  توانمیدارد، همچنین 

 

 همبستگی ˗2 ˗5

 روازاینو    کند میار  برقر)اغلب رابطه خطی(  این کمیت یک معیار آماری است که بین دو متغیر رابطه  

مثبت یا منفی باشد.    تواند می. این کمیت  رودمی( برای آن بکار  4عبارت همبستگی )هم + بستگی 

)افزایش یکی منجر به افزایش دیگری    کنندمیدر یک جهت حرکت    موردنظردو متغیر    کههنگامی

  توانند میو بالعکس. در اینجا دو متغیر    شودمی(، آنگاه این وضعیت همبستگی مثبت نامیده  شودمی

همبستگی معیاری از وابستگی بین دو متغیر است. اینجا دو متغیری که به ا متفاوت باشند.  یمشابه  

وابسته نباشند.  به یکدیگر  ممکن است    ها آندو متغیر تصادفی باشند.    توانندمی  شوندمیهم همبسته  

عدم وجود   نشان    هرگونهضریب همبستگی صفر  را  مثبت    کهدرحالی،  دهدمیارتباطی  مقدار  یک 

یعنی با هم    کنند می( در یک جهت حرکت  𝑋( و مستقل ) 𝑌)   که هر دو متغیر وابسته  دهدمینشان  

𝑟  مثلا )  یابند میافزایش یا کاهش   = که متغیر وابسته و مستقل    آن است( و ضریب منفی بیانگر  0/9

𝑟)مثلا     عکس یکدیگر است   ها آنیعنی افزایش و کاهش    کنندمیدر جهت مخالف هم حرکت   =

نشانگر یک رابطه کاملا  خطی است. اگر ضریب همبستگی صفر    1+و    1−  همبستگیمقدار  .  (0/5−

تحلیل    در  5ضریب تشخیص برابر با  بع ضریب همبستگی،  وجود ندارد. مر  ایرابطهباشد، آنگاه هیچ نوع  

 
1. Techniques 

2. Correlation 

3. Regression 

4. Co + relation 

5. Coefficient of determination 
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وجود داشته باشند اما اینجا تنها دو نوع    توانندمیاست. انواع متعددی از روابط همبستگی    1رگرسیون 

 .گیردمیهمبستگی مورد بحث قرار 

 

 پیرسون   همبستگی  ضریب  ̠ 1  ˗2  ˗5

تغییر   که به صورتی کند می، همبستگی بین دو متغیر پیوسته را ارزیابی  2ضریب همبستگی پیرسون 

. در آمار، فرمول عمومی برای همبستگی نمایدمییک متغیر، تغییر متناسبی در متغیر دیگر ایجاد  

 شودمیچنین ارائه 

(5-1) 
r =

n(∑ xyn
i=1 ) − (∑ xn

𝑖=1 )(∑ yn
i=1 )

√(n∑ x2n
i=1 − (∑ xn

i=1 )
2
) − (n∑ y2n

i=1 − (∑ yn
i=1 )

2
)

 . 

، . برای تعیین ضریب پیرسونشودمیمعمولا  یک نمودار پراکندگی برای بررسی خطی بودن رسم  

نرمال توزیع شوند. این یک پارامتر آماری   صورتبه، باید  هاآنمتغیرها جدا از داشتن رابطه خطی بین  

 خطی هستند.  ها دادهکاربرد در زمانی است که پُر

𝜌)  3ضریب همبستگی جمعیت  هاینامدو نوع ضریب همبستگی به    اصولا 
𝑥𝑦

( و ضریب همبستگی  

 چنین نشان داده شوند   توانندمی( وجود دارند که  𝑟𝑥𝑦)  4نمونه 

(5-2) rxy =
sxy

sxsy
, 

(5-3) ρ
xy
=
σxy

σxσy
, 

𝑠𝑥)  کهطوری به , 𝑠𝑦  ) و  𝑠𝑥𝑦  کهدرحالیو کوواریانس نمونه اشاره دارند    به انحراف معیار   (𝜎𝑥 , 𝜎𝑦  )

 انحراف معیار و کوواریانس جمعیت هستند. 𝜎𝑥𝑦  و

  

 
1. Regression analysis 

2. Pearson correlation coefficient 

3. Population correlation coefficient 

4. Sample correlation coefficient 
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 اسپیرمن   یرتبه  همبستگی  ضریب   ˗2  ˗2  ˗5

)رابطه   کندمیرا ارزیابی    3بین متغیرهای ترتیبی  2یکنوا   رابطه،  1اسپیرمن  یرتبه ضریب همبستگی  

، اگرچه دهدنمییکنوا بدین معنی است که تغییر ثابتی در یک متغیر در ارتباط با متغیر دیگر روی  

تغییر    هاآن  هم  با  کنند میبا  متغیر  یک  تغییر  اسپیرمن،  نوع  همبستگی  در    سازگاردیگر  متغیر  (. 

مثبت    تواند میمتناسب نیست. مشابه ضریب همبستگی پیرسون، این ضریب نیز  همیشه  و یا    ( سازهم)

چه مربوط به همبستگی پیرسون باشد و چه اسپیرمن،   1+  یا  1−  یا منفی باشد. مقدار همبستگی

 شودمیچنین نمایش داده   𝜌. این ضریب با نماد  دهد میرابطه خطی را نشان 

(5-4 ) ρ = 1−
6∑ di

2n
i=1

n(n2 − 1)
 . 

ترتیبی وجود داشته باشد    هایدادهکه    شود میزمانی انجام    وپارامتری است  غیراین یک آزمون  

داده خطی، رابطه نوع  هر    جایبه  زمانی که   ( یا اندشدهمرتب    اولویتیا    بندیرتبه به ترتیب    ها داده)

 وجود داشته باشد.  ها دادهیکنوا بین 

  که درحالی  دهدمیو جهت رابطه خطی بین متغیرها را نشان    (قوام)ضریب پیرسون استحکام  

 . دهدمیبرای رابطه وابستگی یکنوا نشان را   هامشخصهضریب اسپیرمن همان 

 

  رگرسیون ˗3 ˗5

( با استفاده از رابطه 𝑥( را بر اساس مقدار مشخص متغیر مستقل )𝑦مقدار متغیر وابسته )   رگرسیون

یک متغیر وابسته   𝑦؛  روازاین وابسته است؛    𝑥  به مقدار  𝑦  . مقدارکندمی  بینیپیش  هاآنریاضی بین  

 : زیر به هم مرتبط باشند صورتبه هاآنمستقل است. اگر  𝑥 کهدرحالیاست 

(5-5) y = a + bx . 

رابطه مقدار متغیر  ضریب رگرسیون است. این    𝑏  هستند و  پارامترهای رگرسیون  𝑏و    𝑎  آنگاه 

تخمین   ثابت  متغیر  مقدار  اساس  بر  را  رابطه  زندمیتصادفی  این  ارتباط همچنین  .  برقراری  شامل 

آن   و سپس کارایی  شودمیدو متغیر )وابسته و مستقل( است. یک مدل یا رابطه ساخته ریاضی بین 

  بینی پیش  منظوربهاین مدل  از    توانمیکافی خوب باشد، آنگاه    یاندازه. اگر کارایی به  شودمیآزموده  

یک نمودار از مقدار    کههنگامی.  استفاده کرد  مشخص  متغیر مستقلیک  مقدار متغیر وابسته برای  

وابسته   متغیر  انتظار  رگرسیون   ،آمدهدستبه ، خط  شودمیمتغیر مستقل رسم    برحسبمورد  خط 

زیرا این روش    شودمیحداقل مربعات نامیده  با    منحنی  برازش(. این فرایند  1–5شکل  )  شودمینامیده  

 
1. Spearman rank correlation coefficient 

2. Monotonic relationship 

3. Ordinal variables 
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  𝑅2. رابطه ریاضی برای رگرسیون )نماید میش  با حداقل نمودن مربع خطا برازرا    موردنظر  های داده

 :شودمی( چنین ارائه 𝑟2یا  

(5-6) R2 = 1−
ssres
sstotal

 . 

  ات به مجموع مربع   𝑠𝑠𝑟𝑒𝑠  که در آن  شودمینیز شناخته    تشخیصضریب    عنوانبهاین کمیت  

انتظار و مقدار  باقیمانده   اشاره دارد،  شدهمحاسبه)تفاوت بین مقدار مورد  به   𝑠𝑠𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙  کهدرحالی( 

مربع واریانس  اتمجموع  با  آن)متناسب  در  که  دارد  اشاره   )  𝑦𝑖  و  𝑓(𝑥𝑖)    و انتظار  مورد  توابع 

 هستند:  شدهمحاسبه

(5-7) ssres = ei
2 = (yi − f(xi))

2
, 

 و

(5–8) sstotal = (yi − y̅)
2 . 

 . روندمیبکار  رگرسیون هایمدلبرای آزمودن اعتبار  𝐹 و آزمون 𝑡 اغلب آزمون

 عنوانبه، چیزی که  شودمیکه منحنی تا چه حد با نقاط داده منطبق    دهد مینشان    𝑅2اینجا  در  

. مقداری نزدیک به یک  کند میتغیر   1تا    0بین  این کمیت . مقدار  شودمیشناخته  هم    1برازش  کارایی

و    شودمیبر نقاط داده منطبق    خوبیبهبیانگر یک مدل خوب است و بنابراین منحنی )تابع ریاضی(  

  که هنگامی  روازاین.  کندمیفت  ، کیفیت مدل اُگیردمیاز یک فاصله    𝑅2مقدار    همچنان که  بالعکس. 

بیشتر از    𝑅2 انطباق خوبی دارد. هر چه  که  شودمیگفته    ،شودمینزدیک    1یک منحنی به    𝑅2  مقدار

 یک فاصله بگیرد، کوواریانس بین دو متغیر کمتر است.

  

 
1. Goodness of fit 
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 منحنی برازش مقابل در یابیدرون ˗4 ˗5

، یک منحنی از  یابی درون. در  یافتن مقدار متغیرها بین نقاط داده موجود است  برای  فنی  یابیدرون

یافتن تابعی    یابی درون. هدف  شودمی  ساخته،  هاداده، با فرض دقیق بودن  شدهارائهمیان نقاط داده  

  شدهارائه  هایدادهبین    حدفاصل در    را  و نقاط داده جدید  زندمیرا تقریب    شده ارائه   های دادهاست که  

بر  کندمیتعیین   منحنی  برازش  اعمال    هایداده.  نباشند.    شودمیپراکنده  دقیق  است  ممکن  که 

که ممکن    زندمینیاز است که نقاط داده را تقریب    1یک منحنی هموار به  در برازش منحنی    روازاین 

تابع از میان نقاط داده    یابیدرون در مورد    کهدرحالیاست از میان تمام نقاط داده عبور کند یا نکند  

 نمایش داد.  1–5شکل در  توانمی. این تفاوت را کند میاصلی عبور 

 

 )منحنی( و برازش منحنی )خط راست(   یابیدرون :1-5شکل 
 

برازش    ،خط راست  کهدرحالیال نقاط داده به یکدیگر نیست  صات   جزبهنقاط چیزی    یابیدرون

با ترسیم شده است که به بهترین شکل    یصورتبهمنحنی است که در آن یک خط یا یک منحنی  

دارد   داده مطابقت  عبور    بیشتریناز    کهنحویبهنقاط  نقاط  )  کندمیتعداد  ریاضی  تابعی  نمایش  و 

 . کشدمیرا به تصویر  (توسط معادله شدهداده

 

 مربعات حداقل  منحنی  برازش ̠ 5 ˗5

از بیشترین  بیانگر ساختن یک خط یا یک منحنی است که    2مربعات  حداقل  روش برازش منحنی

.  نمایدمیو یک رابطه ریاضی که به بهترین شکل نقاط داده را توصیف  کندمیتعداد نقاط داده عبور 

 توان میدر هر آزمایش یا مجموعه مشاهدات وجود دارند. بهترین کاری که    ناپذیریاجتنابخطاهای  

 
1. Smooth 

2. Least square curve fitting (LSC fitting) 
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. این روش برای یک نمودکه با استفاده از منحنی کمترین مربعات خطا را حداقل  آن است دادانجام 

 ، قابل استفاده است.دهدمید عمومی داده را نشان منحنی منفرد که رون

 

 برازش منحنی کمترین مربعات با استفاده از کمینه کردن خطاها : 2- 5شکل 
 

واقعی هستند    هایدادهتوپُر نشانگر    هاینقطهقابل مشاهده است،    2–5شکل  که در    طورهمان(  1)

  ای هدادهبهترین منحنی ممکن است که با کمینه کردن خطاها، برای انطباق با    چینخط  کهدرحالی

و بهترین خط است. برای یک منحنی  نقطه داده  . اینجا خطا فاصله بین  شودمیرسم    شدهارائه تجربی  

( باید کمینه شوند. این  شوندمیافقی و عمودی نیز نامیده    هایانحرافبا بهترین تطابق، خطاها )که  

نامیده   زیرا هدف آن کمینه کردن مجموع   شودمیروش همچنین روش منحنی کمترین مربعات 

اصطلاح   )به  شکل،  هاباقیماندهخطاها  در  است.  اما    هاداده(  هستند،  منطبق  خطی  رابطه  یک  با 

توابع    در موردهمچنین    توانمیرا    رگرسیون ،  nاممرتبه   ایچندجمله سهموی،    تابع  ازجملهسایر 

 نمایی و لگاریتمی نیز بکار برد. 

که به بهترین   شوندمیپیشین مقادیری هستند که به نحوی تعیین   هایمعادلهدر    𝑏و    𝑎  ضرایب

یا  را بر مدل ریاضی منطبق نمایند.    شدهارائه  هایدادهشکل   منحنی کمترین مربعات یک منحنی 

  𝑓(𝑥)  . معادلهنماید می، مشخص  کندمیرا توصیف    هادادهتابعی ریاضی را که به شکلی مناسب رفتار  

 : را در نظر بگیرید 𝑦 تحت عنوان شدهنوشته 

(5-9) y = f(x). 

است.  𝑓(𝑥1)  باشد، برابر با  𝑦1  آنکه جایبه،  𝑦  موجود باشد، آنگاه مقدار مورد انتظار 𝑥1  اگر نقطه

 شودمیچنین تعریف  (شودمیکه باقیمانده نیز نامیده  ) 𝑦  خطای مقدار توانمیپس 

(5-10) e1 = y1 − f(x1). 
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 : چنین نوشت توانمیرا  nxتا   1xدیگر از  نقطهمشابه خطا در  صورتبه

(5-11) e2 = y2 − f(x2), 

(5-12) e3 = y3 − f(x3), 

(5-13) e𝑛 = yn − f(xn). 

( را داشته باشد.  هاباقیماندهکه کمترین مجموع مربعات انحرافات )  آن استبهترین منحنی برازش  

،  𝑥𝑖  کمینه کردن خطا در هر نقطه  منظوربه  روازاینمثبت یا منفی باشند،    توانند می  هاباقیماندهاین  

 . شودمیدر نظر گرفته  صورتبدینها 𝑒𝑖 مربع

(5-14) E =∑ ei
2

n

i=1
 . 

با حداقل کردن مربع خطاها،    هاباقیماندهکه مجموع مربعات   باید به نحوی کمینه شود  𝐸  مقدار

. بهترین خط باید  باشد  (شودمیروش منحنی حداقل مربعات نامیده    جهتازاین)  حداقل کمترین یا  

 کمترین خطا بین خط و نقاط داده را داشته باشد. 

 

 خطی  برازش  ̠ 1  ˗5 ˗5

با استفاده از روش منحنی حداقل مربعات با معادله ساده    هادادهراه برازش    ترینساده  راستیک خط  

bxay مقادیر ثابت برابر است با تعداد  تعداد  مقادیر ثابت هستند.    bو    aکه در آن    است  =+

 . با شروع از تابع شوندمینرمال نامیده   های معادله، ها معادلهمعادلاتی که باید حل شوند. این  

(5-5) y = a + bx .  

ie  شده است.  گیریاندازهمقدار خطا یا باقیمانده بین مقدار مورد انتظار و مقدار 

(5-15) ei = yاندازه گیری شده − y مورد انتظار = yi − (a + bxi).  

از  در   که    شودمیخطا مربع    روازاینمثبت یا منفی باشند.    هااختلافاینجا ممکن است برخی 

 .شودمیمقدار آن کمینه 

(5-16) minSr = minei
2 = min[yi − (a + b𝑥i)]

2 . 

و    شود می( گرفته  1مشتق )دیفرانسیل  𝑏  و   𝑎  برای کمینه کردن خطا، از مربع خطاها نسبت به

 شودمی( کمینه 𝑆𝑟)  هاباقیمانده، مجموع مربعات . در رگرسیونشودمیبرابر با صفر قرار داده 

(5-17) 
dSr
da
=
dSr
db
= 0 , 

 
1. Differentiate 
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(5-18) 
dSr
da
=∑[−2(yi − (a + bxi))] = 0 ,

n

i=1

 

 

(5-19) 
dSr
db
=∑[−2(yi − (a + bxi))] = 0

n

i=1

 , 

 د، دهمینتیجه که 

(5-20) na +∑bxi

n

i=1

=∑yi

n

i=1

 , 

 

(5-21) ∑axi

n

i=1

+∑bxi
2

n

i=1

=∑xiyi

n

𝑖=1

 . 

در    هاآناغلب با کاربرد    زمانهم. این معادلات  شودمیمعادله پیشین معادله نرمال نیز نامیده  

 . شوندمیشکل ماتریسی؛ به شکل زیر حل 

(5-22 ) 

[
 
 
 
 
 n ∑xi

n

i=1

∑xi

n

i=1

∑xi
2

n

i=1 ]
 
 
 
 
 

[
a
b
] =

[
 
 
 
 
 ∑yi

n

i=1

∑xiyi

n

i=1 ]
 
 
 
 
 

 , 

 

(5-23) [
a
b
] =

[
 
 
 
 
 ∑yi

n

i=1

∑xiyi

n

i=1 ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 n ∑xi

n

i=1

∑xi

n

i=1

∑xi
2

n

i=1 ]
 
 
 
 
 
−1

. 

 :خواهیم داشت aبرای  ( 23–5)با حل معادله 
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(5-24) a =
∑ xi

2∑ yi
n
i=1 − ∑ xi

n
i=1 ∑ xiyi

n
i=1

n
i=1

n∑ xi
2n

i=1 − (∑ xi
n
i=1 )2

, 

 

(5-25) a =
ȳ∑ xi

2 − x̄∑ xiyi
n
i=1

n
i=1

∑ xi
2n

i=1 − n(x̄)2
, 

 که

(5-26) x̄ =
1
n
∑xi

n

i=1

, 

 و

(5-27) ȳ =
1
n
∑yi

n

i=1

 . 

 خواهیم داشت، 𝑏 برای ( 23–5)با حل معادله 

(5-28) b =
n∑ xiyi

n
i=1 − ∑ xi∑ yi

n
i=1

n
i=1

n∑ xi
2n

i=1 − (∑ xi
n
i=1 )2

, 

 

(5-29) b =
∑ xiyi
n
i=1 − nxy

n∑ xi
2n

i=1 − n(x̄)2
, 

 

 : را چنین نیز نوشت 𝑏 توانمی

(5-30 ) b =
ssxy

ssxx
, 

مجموع مربعات یا مجموع مربع در شکل مجموع مربعات بازنویسی کرد.    توانمیاین عبارات را  

یک   و میانگین شدهبینیپیشتفاوت مقدار  ها آناست.  هادادهانحرافات، معیاری از تغییرات مجموعه 

 :کنندمیمتغیر را توصیف 

(5-31) ssxx =∑(xi − x̄)
2

n

i=1

, 
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(5-32) ssxx = (∑xi
2

n

i=1

) − nx̄2, 

 

(5-33) ssxx =∑xi
2

n

i=1

−
(∑ xi
n
i=1 )2

n
, 

 

(5-34 ) ssyy =∑(yi − ȳ)
2

n

i=1

, 

 

(5-35) ssyy = (∑yi
2

n

i=1

) − nȳ2, 

 

 

(5-36) 
ssxy =∑(xi − x̄)(yi − ȳ)

n

i=1

, 

 

(5-37) ssxy =∑xiyi

n

𝑖=1

−
∑ xi
n
i=1 ∑ yi

n
i=1

n
, 

(5-38) ssxy = n∑xiyi

n

i=1

−∑xi

n

i=1

∑yi

n

i=1

 . 

 :چنین نیز نوشته شود تواندمیکه   است ، مربع انحراف معیارواریانس

(5-39 ) σx
2 =

ssxx
n
, 

(5-40 ) σy
2 =

ssyy

n
, 

(5-41) cov( x, y) =
ssxy

n
, 
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)𝑐𝑜𝑣  و  هاواریانس 𝜎𝑦2  و 𝜎𝑥2 کهطوری به 𝑥, 𝑦)  .کوواریانس هستند 

 درنتیجه،  دو متغیر است  تقسیم بر انحراف معیار  ضریب همبستگی برابر با کوواریانس   ازآنجاکه

  صورت به)در قالب ضریب همبستگی    شودمیضریب همبستگی توصیف    هایدر قالب پارامتر  انطباق 

 . (شودمیزیر پارامتری 

(5-42) r2 =
ssxy

2

ssxxssyy
=
cov( x, y)

ssxxssyy
, 

 . دهدمیرا بازتاب   𝑥 ضمن تغییر در 𝑦  مجموع مربعات، تغییر

توصیف   𝑥 مقادیر  برحسب توانمیرا    𝑦 که تا چه میزان متغیرهای   کند میضریب تشخیص بیان  

برای مثال   𝑅2  اگر نمود.  = بیانگر  0/86 مقدار  این  آنگاه  وابسته 86که    آن است،  از متغیرهای   %

 . شوندمیتوسط متغیرهای مستقل توصیف 

 

𝑦با استفاده از روش برازش منحنی حداقل مربعات، معادله خط مستقیمی )   : 1مثال   = 𝑎 + 𝑏𝑥) 

 بیابید.  شدهارائه هایدادهبرای 

 
𝒚 𝒙 

1 0 

10 1 

15 2 

30 3 

35 4 

 

برای    :حلراه یافتن معادله  ایجاد  شدهارائه   های دادهبرای  نتایج    1–5جدول    در   نرمال  هایمعادله، 

 . اندشده بندیجدول
 برازش منحنی برای یک خط مستقیم :1-5جدول 

𝒙𝒚 𝒙𝟐 𝒚 𝒙 

0 0 1 0 

10 1 10 1 

30 4 15 2 

90 9 30 3 

140 16 35 4 

Σ𝑥𝑦 = 270 Σ𝑥2 = 30 Σ𝑦 = 91 Σ𝑥 = 10 
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𝑛اینجا  =  : است، استفاده از معادلات نرمال به شکل زیر 5

(5-43 ) 5a + 10b = 91, 
 (5-44 ) 10a + 30b = 270, 

𝑎  دهد مینتیجه  = 3÷ 𝑏و   5 = 44÷  :معادله چنین خواهد بود درنتیجه .5

(5-45 ) y = 6/0+8/8x . 
توپُر  3–5شکل  در   داده    یابیدرون، خط  نشان    شدهارائهنقاط   چینخط  کهدرحالی  دهد میرا 

 . دهدمیاز روش برازش منحنی حداقل مربعات را نشان  آمدهدستبه بهترین خط برازش 

 

 

 𝑦  برحسب  𝑥  :3-5شکل 

 

پارامترهای نامشخص، ممکن است برازش   برای برازش حداقل مربعات غیرخطی از  به تعدادی 

تا زمانی که همگرایی حاصل گردد،  بر یک شکل خطی از تابع    1تکراری   صورتبهحداقل مربعات خطی  

منطبق   مانند نمونه زیر  غیرخطیبر هر تابع  ارائه شده    هایدادهقرار است  بنابراین اگر  ؛  اعمال شود

 شوند

(5-46 ) y = axb   یا  y = aebx, 

 
1. Iterative 
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در نمونه پیشین با لگاریتم گیری از دو طرف معادله   همچنان که    شودمیآنگاه در ابتدا تابع خطی  

 شودمینتیجه 

(5-47 ) log10 y = log10 a + b log10 x, 

 رسدمیاکنون تابع به شکل زیر خطی به نظر 

(5-48 ) Y = A + bX,  

𝑌 کهطوری به = 𝑙𝑜𝑔10 𝑦  ،𝐴 = 𝑙𝑜𝑔10 𝑎   و𝑙𝑜𝑔10 𝑥 = 𝑋 .ی مشابهصورتبه 

(5-49 ) y = aebx . 

(5-50 ) 𝑙n y = ln a + bx, 

(5-51) Y = A + bx.  

ln کهطوری به 𝑦 = 𝑌 و  ln 𝑎 = 𝐴. 

𝑦رابطه  زیر را در شکل    هایدادهمربعات،  با استفاده از روش برازش منحنی حداقل    :2مثال   = 𝑎𝑥𝑏 

 منطبق کنید.

 
𝒚 𝒙 

614 /3 1 

613/8 2 

315/14 3 

529/20 4 

151/27 5 

121/34 6 

 

𝑛پیشین )  هایداده  :حلراه = شکل    ترسیمی در  صورتبهو    اندشده  بندیجدول  2–5جدول  ( در  6

 . اندشدهنمایش داده  4–5
𝑦برازش منحنی برای  : 2-5جدول  = 𝑎𝑥𝑏 

𝐱 𝐲 𝐘 𝐗 𝐗𝐘 𝐗𝟐  

1 614 /3  558/0  000/0  000/0  000/0  

2 613/8  935/0  301/0  282/0  091/0  

3 315/14  156/1  477/0  551/0  228/0  

4 529/20  312/1  602/0  790/0  362 /0  

5 151/27  434/1  699 /0  002/1  489/0  

6 121/34  533/1  778/0  1/193 0 /606 

  Ʃ Y= 928/6  Ʃ X= 857/2  Ʃ XY=3/818
 

Ʃ X2=1/775
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 𝑌  برحسب  𝑋  :4-5شکل 

 

 : که دهد مینتیجه  این

(5-52) 6A + 857/2 = 928/6, 
 

(5-53)  857/2 + 775/1B = 818/3, 
 نتیجه در 

𝐴 = 558/0, 
𝐵 = 253/1 = 𝑏,  
𝑎 = 𝑎𝑛𝑖 𝑙𝑜𝑔𝐴 = 614/3 , 

 درنتیجه 

(5-54 ) y = 614/3x253/1 . 
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 . کندمیزیر تغییر  صورتبهفشار بخار یک هیدروکربن با دما   :3مثال  

 

t (○C) 50 60 70 80 

p (kPa) 7/11  5/19  7/31  50/134 

 خطی برای یک خط مستقیم با استفاده از رگرسیون

(5-55) ln(p kPa⁄ ) = −
∆vapHm

R

1
T
+ I. 

 را مشخص کنید.  است 𝑣𝑎𝑝𝐻𝑚∆  که مقدار تغییر در آنتالپی

در    :حلراه دما هادادهچون   ،  𝑡  کلوین،   شده داده  ℃  برحسب به  را  آن  باید  𝑇است،  = (𝑡°𝐶 +

273)𝐾   1تبدیل و
𝑇
𝑌کرد. با استفاده از رابطه خطی  را محاسبه     = 𝐴 + 𝐵𝑋   جدول در  نتایج

 . است 𝑎عرض از مبدأ   نشانگر 𝐼 که در آن  اندشده بندیجدول 3–5

 
 برازش منحنی حداقل مربعات برای یافتن آنتالپی  :3-5جدول 

t 

(○C)=x 

p 

(kPa)=y 
1/T=X ln p=Y X2 

XY 

50 7/11  003095975 /0  459588842/2  58506/9 E-6 007614826/0  

60 5/19  003003003/0  970414466/2  01803/9 E-6 008920164 /0  

70 7/31  002915452/0  456316681 /3  49986/8 E-6 010076725 /0  

80 134/50  002832861 /0  914699421/3  0251/8 E-6 0110898/0  

  
Ʃ Xi 

= 011847291/0  
iY Ʃ 

= 80101941/12  

ƩX2 

= 51281/3 E-5 

Ʃ XY 

= 037701515/0  

𝑛خطی ) برای رگرسیون  نرمال های معادلهبا کاربرد  = 4) 

(5-56 ) 4 × a + 011847291 /1×b= 80485006/12, 
 

(5-57) 011847291/0×a+000035128/0b=037711994/0 
𝑎که   دهد مینتیجه  𝑏و  𝑎که حل آن برای  = 𝑏و   19/585 = −5532. 

𝑏  جایگذاری = −
∆𝑣𝑎𝑝𝐻𝑚

𝑅
𝑣𝑎𝑝𝐻𝑚∆  دهدمیتیجه ن  = 993/45  kJ ⋅mol

−1. 
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 : اند آمده به دستترسیوبوتیل در حجم ثابت -پِراکسید دی تجزیهزیر برای  هایداده : 4مثال  

 

t (min) 0 3 6 9 12 15 18 21 

p (torr) 3/169  2/189  1/207  4/224  2/240  0/256  7/265  6/282  

𝑦با استفاده از روش برازش منحنی حداقل مربعات برای معادله   = 𝑎 + 𝑏𝑥که در آن  ؛  𝑦 =

𝑙𝑜𝑔( 𝑝𝑡/Torr)     برای𝑝𝑡 =
3𝑝0−𝑝

2
𝑥و     = 𝑡(𝑚𝑖𝑛)    که درصورتیهستند؛ 

 𝑏 = −𝑘/303/2 .باشد ثابت سرعت را تعیین کنید 

 

 (. 4–5جدول ) خطی نتایج به شرح زیر هستند برای کاربرد معادلات نرمال برای رگرسیون :حلراه

 
 برازش منحنی حداقل مربعات برای یافتن آنتالپی :4-5جدول 

t (min)=x p (torr)=y (torr) tp y xy x2 

0 3/169  3/169  228656958/2  0 0 

3 2/189  35/159  202352068/2  607056203 /6  9 

6 1/207  4/150  177247836/2  06348702/13  36 

9 4/224  75/141  151523068 /2  36370761/19  81 

12 2/240  85/133  126618376 /2  51942051/25  144 

15 256 95/125  100198172/2  50297258/31  225 

18 7/265  1/121  083144143/2  49659458 /37  324 

21 6/282  65/112  051731196 /2  08635512 /43  441 

Ʃ x=84   Ʃ y= 121471/17  Ʃ xy= 63959/176  Ʃ x2 =1260 
 

 : دهد میکه نتیجه 

(5-58) 8 × a + 84 × b = 121471/17, 
(5-59 ) 84 × a + 1260 × b = 63959 /176, 

 :بالا خواهیم داشت از حل معادلات
𝑎 = 2273/2, 

 و
𝑏 = −0083/0, 

𝑏و چون  = −𝑘/303/2  ،است𝑘 = 0083/0×303/2 =0191/0𝑚𝑖𝑛−1   .خواهد بود 
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  هایدادهرا با استفاده از معادله و   Ag|AgCl، نیم الکترود  0Eمقدار پتانسیل استاندارد،  : 5مثال  

 ( بیابید: 5–5جدول زیر )

(5-60 ) E +
2RT
F
lnm = E0 +

303/2RT
F

√m . 

 

 برازش منحنی حداقل مربعات برای یافتن آنتالپی  :5-5جدول 

√𝒎 05670/0  07496/0  09559/0  1158/0  1601/0  2322/0  3519/0  

𝑬 +
𝟐𝑹𝑻

𝑭
𝒍𝒏𝒎 2256/0  2263/0  2273/0  2282/0  0/2300 0/2322 0/2346 

 چنین تفسیر نمود  توانمیمعادله ارائه شده را  :حلراه
𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 .  

 

 

𝐸  تغییرات  :5-5شکل  +
2𝑅𝑇

𝐹
𝑙𝑛 𝑚 برحسب √𝑚. 

𝑎  عرض از مبدأ  کهطوری به = 𝐸0  است  ،𝑏 =
303/2𝑅𝑇
𝐹

  . اندشدهرسم    5–5شکل    در  ها دادهاست و    

𝐸Clمقدار  𝑦تا محور  یابیبرون
−|AgCl|Ag

0 = 2244/0 V  دهدمی به دسترا . 

 

 خطی چند متغیری   برازش  ˗2  ˗5 ˗5

که بیش از   شودمی  کاربردهبههنگامی    1( چند متغیریخطی  رگرسیون  )چندگانه  روش برازش خطی  

 یک متغیر در اثرگذاری بر متغیر وابسته دخالت دارند. این حالت ممکن است چنین نمایش داده شود

 
1. Multivariate (Multiple) linear regression 
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(5-61) y = a + bx1 + cx2, 

آن در  هستند    𝑥2و    𝑥1  که  مستقل  متغیر  است،   𝑦  کهدرحالیدو  وابسته  متغیر     𝑐و   𝑏یک 

  روشنی بهبعدی    هایمثالثابت است.    مقداریک   𝑎هستند و    𝑥2و    𝑥1یا ضرایب مرتبط با    ها شیب 

 . دهندمیرا نشان  چندگانهبرازش خطی 

 

  شدهارائه  هایداده، مرتبه و سرعت واکنش را با استفاده از  چندگانهبا روش برازش خطی    :6مثال  

 بیابید: 

(5-62) Rate(r) = k[CO]m[Cl2]
n. 

 
Rate (mol L-1 s-1) [CO] (mol L-1) [Cl2] (mol L-1) 

012/0  1/0  1/0  

00426/0  1/0  05/0  

006 /0  05/0  1/0  

00213 /0  05/0  05/0  

 

به شکل زیر    ،، لازم است با لگاریتم گیری از طرفین معادلهچون معادله خطی نشده است  :حلراه

 ( 6-5خطی شود )جدول 

(5-63) log r = log k + m log[CO] + n log[Cl2], 

 

(5-64 ) log y = l𝒐g k + mX1 + nX2 , 
 

(5-65 ) Y = K +mX1 + nX2 , 

𝑌 کهطوری به = 𝑙𝑜𝑔 𝑟  ،𝐾 = 𝑙𝑜𝑔 𝑘 ،𝑋1 = 𝑙𝑜𝑔[CO]   و𝑋2 = 𝑙𝑜𝑔[Cl2]  .هستند 
 سینتیکی هایدادهبرای   چندگانهبرازش خطی : 6-5جدول 

N Rate(y) [𝑪𝑶] = 𝒙𝟏 [𝑪𝒍𝟐] = 𝒙𝟐 X1 X2 Y=log y 

1 012/0  1/0  1/0  -1 -1 - 92082/1  

2 00426/0  05/0  1/0  - 30103/1  -1 - 37059/2  

3 006 /0  1/0  05/0  -1 - 30103/1  - 22185/2  

4 00213 /0  05/0  05/0  - 30103/1  - 30103/1  - 67162/2  
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جهت    LINESTاز تابع  صفحه گسترده    افزارنرماز    توانمیمحاسبات دستی،    جایبهدر اینجا  

پس از حل مسئله چنین   .نمود)که در بخش بعد توضیح داده شده است( استفاده سهولت محاسبات 

 که شودمینتیجه 
𝐾 = 𝑙𝑜𝑔 𝑘 = 57329/0, 
𝑎𝑛𝑡𝑖𝑙𝑜𝑔 (57329/0) = 𝑘 = 743/3(mol L−1)−3/2𝑠−1, 

 مشابه صورتبهو 

𝑚 = 𝑛و   . 1 = 494/1 

𝑟𝑎𝑡𝑒نمونه    عنوانبه  جهتبدین = 743/3 × (1/0)-1×(1/0)494/1 = 012/0 mol L−1 s−1   است که

 ، محاسبات صحیح هستند.روازایندر جدول است؛  شدهارائهمشابه داده 

 

با روش رنگ سنجی   K2Cr2O7  و  KMnO4  مقادیر جذب مخلوطی با غلظت نامشخص از  :7مثال  

تعیین شدند. با استفاده    5888/0و    732/0نانومتر به ترتیب    290و   372متفاوت    موجطولدر دو  

 غلظت مجهول دو نمونه را بیابید. چندگانه   از روش برازش خطی

 

بیر  :حلراه   قانون  اساس  𝐴که    دانیممیلامبرت  -بر  = 𝜀 ⋅ 𝑐 ⋅ 𝑙  .یکدیگر  دو    ازآنجاکه با  ترکیب 

برابر  سنجیطیف ل همچنین اگر طول مسیر سِ هستند.  پذیرجمع ها آن، جذب ندارند   کنشبرهم

 نانومتر،  372در  با یک در نظر گرفته شود، آنگاه 

(5-66 ) 0/732 = εKMnO4
372 CKMnO4

+ εK2Cr2O7
372 CK2Cr2O7

, 

 نانومتر،  290در 

(5-67 ) 0/588 = εKMnO4
290 CKMnO4

+ εK2Cr2O7
290 CK2Cr2O7

, 

 :شوندمیکه پس از جایگزینی ضرایب جذب مولی به شکل زیر تبدیل 

(5-68 ) 732/0 = 805CKMnO4
+ 1652CK2Cr2O7

 , 

(5-69 ) 588/0 = 1030CKMnO4
+ 853CK2Cr2O7

 . 

𝑦این دو معادله به شکل   = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐   ،هستند. در نمونه بالا𝑐 =   صورت به که    است  0

 (7- 5)جدول  .است حلقابلتحلیلی 
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 جذب  هایدادهبرازش خطی چندگانه برای : 7-5جدول 

Absorbance(Y) X1 X2 

588/0  805 1652 

732/0  1030 853 

 ،که  دهدمینتیجه   LINESTتوسط تابع   هاآنو حل کردن 
𝐶𝐾2Cr2𝑂7 = 76/2 × 10−4 M,  
𝐶KMnO4 = 41/3 × 10−4 M .  

 

 ای چندجملهبرازش      ̠ 3  ˗5 ˗5

  زمان هممعادله یک سهمی( مانند حل سه معادله خطی  مثلا )  مرتبه دو ایچندجملهمنحنی انطباق 

 شودمی ارائهزیر  صورتبهمرتبه دوم  ایچندجملهنمونه، یک  عنوانبهاست. 

(5-70 ) y = a + bx + cx2 , 

 : شوندمیخطاها چنین محاسبه   کهطوری به

(5-71) ei = ymeasured − yexpected = yi − (a + bx + cx
2), 

 

(5-72) minSr = minei
2 = min[ yi − (a + bx + cx

2)]2. 

( گرفته و نتیجه برابر با دیفرانسیل)مشتق  𝑐و  𝑎  ،𝑏، از مربع خطا نسبت به برای کمینه کردن خطا

 : شودمیصفر قرار داده 

(5-73) 
dSr
da
=
dSr
db
=
dSr
dc
= 0 , 

 

(5-74 ) 
dSr
da
=∑[−2(yi − (a + bx + cx2))]

n

i=1

= 0 , 

 

(5-75) 
dSr
db
=∑[−2x(yi − (a + bx + cx2))]

n

i=1

= 0 , 

 

(5-76 ) 
dSr
dc
=∑[−2x2(yi − (a + bx + cx2))]

n

i=1

= 0 , 
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 در نتیجه 

(5-77) na +∑xib

n

i=1

+∑xi
2c =∑yi

n

i=1

n

i=1

, 

 

(5-78) ∑xia

n

i=1

+∑xi
2b

n

i=1

+∑xic =∑xiyi

n

i=1

n

i=1

 , 

 

(5-79 ) ∑xi
2a

n

i=1

+∑xi
3b

n

i=1

+∑xi
4c =∑xi

2yi

n

i=1

n

i=1

 , 

 

(5-80 ) [

n ∑ xi ∑xi
2

∑xi ∑xi
2 ∑xi

3

∑xi
2 ∑xi

3 ∑xi
4
] [
a
b
c
] = [

∑yi
∑xiyi
∑xi

2yi

] . 

 𝑐و   𝑎  ،𝑏برای ضرایب    هاماتریسبا استفاده از حساب  را    نرمال  هایمعادله این    توانمیاکنون  

  شدهارائهبرای برازش نقاط داده    توانند میمرتبه بالاتر نیز  هایای چندجملهمشابه    صورتبهحل کرد.  

 بکار برده شوند. متناسب بر معادله  

 

پلیمر در    : 8مثال   اسمزی یک  کلوین   298مختلف در محلولی در دمای    هایغلظتمقادیر فشار 

 زیر هستند: صورتبه

 

ρ (g cm-3) 0200 /0  0150/0  0100/0  0075/0  0050 /0  0025/0  

Π (atm) 0117/0  0066/0  0030/0  00173/0  0009 /0  00035/0  

𝑦با استفاده از روش برازش منحنی حداقل مربعات طبق معادله   = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2   که در آن

𝑦 =
𝛱

𝜌
  ،𝑥 = 𝜌   و𝑎 =

𝑅𝑇

𝑀
 را محاسبه کنید.  𝑀، مقدار  
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  77-5نرمال    برای یک پلیمر است که برای آن معادلات  1معادله وانت هوف   ،شدهارائه: معادله  حلراه

 نوشت توانمیرا  79-5تا 

(5-77) na +∑xib

n

i=1

+∑xi
2c

n

i=1

=∑yi

n

i=1

, 

(5-78) ∑xia

n

i=1

+∑xi
2b

n

i=1

+∑xic =∑xiyi

n

i=1

n

i=1

, 

(5-79) ∑xi
2a

n

i=1

+∑xi
3b

n

i=1

+∑xi
4c =∑xi

2yi

n

i=1

n

i=1

 . 

 

 

 معادله وانت هوف برای یک پلیمر :6-5شکل 

 

Π  مقدار حدی کمیت
𝜌
Π  با ترسیم نمودار  توانمیرا    نهایتبیدر غلظت    

𝜌
و تعیین عرض     𝜌  برحسب 

مبدأ   𝜌  کههنگامیاز  → دست(  6- 5)شکل    0 درنتیجه،    به  𝑀آورد.  =
𝑅𝑇

(
Π

𝜌
)
𝜌→0

بود.     خواهد 

 . اندشدهارائه  8-5در جدول  موردنیاز هایداده بندیجدول

 
1. Van’t Hoff equation 
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 درنتیجه 

(5-81) ×6a+06/0×b+0008125/0×c=875666667/1, 
 

(5-82) 06/0×a+0008125/0×b+29375/1E-05×c=02428/0, 
 

(5-83) 0008125/0×a+29375/1E-05×b+2445/2E-07×c=0003813/0 . 
 بالا خواهیم داشت از حل معادلات

𝑎 = 0906/0 .  ،𝑏 = 554/16 و    𝑐 = 73/416 

𝑎و چون  =
𝑅𝑇

𝑀
، 

𝑀پس   =
𝑅𝑇

𝑎
= 27346/26 g mol

 . آیدمی به دست 1−

 

 

به  روش   اگر که    صورتبدین  کندمیکمک    1روند   وتحلیلتجزیه برازش منحنی حداقل مربعات 

را   موردنظرتصادفی  در هر نقطه    مشاهدهقابلکمیت  رفتار یا مقدار    توانمیشود    یابیبرونمنحنی  

(  هامعادلهریاضی معیار )  هایمدلشده موجود را با    گیریاندازه  هایدادهاین روش    .کرد   بینیپیش

 2تحت عنوان خط روند صفحات گسترده  هایافزارنرمدر  . این یک ابزار معیار متعارفکند میمقایسه 

 خود از روش برازش منحنی حداقل مربعات مشتق شده است.است که 

  

 
1. Trend Analysis 

2. Trendline 



                                                                                                                             128 ریاضیات در شیمی 

 

 

 

 و همبستگی در اکسل  رگرسیون ̠ 6 ˗5

  1آماری و پارامترها تحت عنوان تحلیل واریانس  هایمدلاز    ایمجموعه های صفحات گسترده  افزارنرم

های صفحات گسترده، برای محاسبه پارامترهای  افزارنرمدر    شدهذخیرهرا، با استفاده از کلمات کلیدی  

 . برندمی( بکار آماری شامل همبستگی و برازش )رگرسیون

باید تعیین شود؛ وارد   هاآن را در دو جدول؛ که رابطه بین    هاداده  توانمی( برای یافتن همبستگی  1)

 CORREL (Array1,Array2))  Array1,Array2  مود، سپس در یک سلول خالی عبارتن

 (. 9-5فشرد )جدول را  Enterهستند( را تایپ نمود و کلید  ها دادهآدرس جدول 

 
 

 برازش خطی چندگانه   هایداده :9-5جدول 

 
از    اینتیجهاست که مشابه    9945/0نتیجه حاصل   استفاده  همبستگی    فرمولاست که هنگام 

. مربع ضریب  شودمیاست؛ حاصل    PEARSON (Array1,Array2)  ؛ که کلمه کلیدی آن2پیرسون 

ترسیمی یا با استفاده    صورتبه  این موضوع  کهنیست  (  همبستگی چیزی جز ضریب برازش )رگرسیون

𝐴  ازآنجاکه.  است  تحقیقو    تأیید   قابل  از برازش منحنی حداقل مربعات = 𝜀 ⋅ 𝑏 ⋅ 𝑙 ایرابطه ،  است 

𝜀خطی بین جذب و غلظت؛ با شیب  ⋅ 𝑙 .و بدون عرض از مبدأ؛ وجود دارد 

 
1. Analysis of variance (ANOVA) 

2. Pearson correlation formula 
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؛ که  LINESTکه رابطه خطی دارند، تابع    ایدادهشیب و عرض از مبدأ بین نقاط  ( برای یافتن  2)

 .شودمی؛ بکار برده کندمیتنها از روش برازش منحنی حداقل مربعات استفاده 

 (: 10-5از )جدول  عبارت است هادستورنوشتاری برای عرض از مبدأ، ساختار  
=INTERCEPT(known y’s, known x’s) 

=INDEX(LINEST(known y’s, known x’s), 2) 

=INDEX(LINEST(B2:B6, A2:A6), 2) 

 
 صفحات گسترده اکسل  افزارنرمبرای یافتن شیب و عرض از مبدأ در   LINESTکاربرد تابع  :10-5جدول 

 
 از  عبارت استدستور نوشتاری مشابه برای شیب، ساختار  صورتبه

=SLOPE(B2:B6,A2:A6) 

=INDEX(LINEST(B2:B6,A2:A6),1) 

 

از مبدأ اشاره دارد. تابع  نوشتاری  در ساختار    2و    1حالت     LINESTدستور به شیب و عرض 

باز   برازش منحنی حداقل مربعات  از  استفاده  با  را  تابع  گرداندمیپارامترهای آماری یک خط  این   .

ه محاسب  ،شوندمیمنطبق    شدهارائه  هایداده مقادیر شیب و عرض از مبدأ را که به بهترین شکل بر  

به ترتیب برای    توانمیرا نیز    INTERCEPTو    SLOPEبلکه تابع    LINESTتابع    تنهانه.  کند می

با حل معادلاتی    آمدهدستبهمشابه نتایج    آمدهدستبهرد. نتایج  رزیابی شیب و عرض از مبدأ بکار بُا

 بکار برده شدند.  ازاینپیشهستند که 
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است    LINESTتابع   مفید  بسیار  موجودند زمانی  مستقل  متغیر  بیشتری  تعداد  یا  دو  که    که 

  ها داده(. در چنین مواردی،  11-5)جدول  ش خطی چندگانه نیز معرفی شد  برازتحت عنوان    ازاینپیش

نمونه، دو متغیر مستقل    عنوانبه.  شوندمی  وارد  1متغیر مستقل در کاربرگ   نسبت به  به ترتیب معکوس

𝑥1    و𝑥2   ( و یک متغیر وابسته𝑦  موجودند، آنگاه پس از )کنار ، سه سلول پیوسته  ها داده  واردکردن

  شود میوارد و فرمول در نوار فرمول بالای کاربرگ ( A8,B8,C8)  شوند میدر یک سطر انتخاب  هم

 . شوندمیفشرده  Ctrl+Shift+Enterو کلیدهای 

 . LINEST(y’s, x’s (reverse order))  از عبارت استدستور این نوشتاری ساختار 

 شود میزیر فراهم  صورتبهبنابراین با جایگذاری مقادیر شیب و عرض از مبدأ، امکان نوشتن معادله 

(5-84 ) y = 3x2 + 2x1 + 5, 
 تحقیق نمودتأیید و صحت آن را  توانمی 𝑥2و   𝑥1که با قرار دادن مقادیر معلوم  

𝑦 = (2× 5) + (3× 9) + 5 = 42 . 
محاسبه   توانمیرا   𝑦مقدار    𝑥2و    𝑥1از    شده دادهبنابراین برای هر مقدار  ؛  است  درست  نتیجه آنکه  

 نمود.

توابع   تنها نهرا    LINESTتابع   برای  بلکه  خطی  توابع  آماری  پارامترهای  محاسبه  برای 

  های مشخصه برای محاسبه    LOGESTبکار بُرد. تابع    توانمی، نمایی و لگاریتمی هم  ایچندجمله 

  بینی پیشبرای    GROWTH  تابع  کهدرحالی  شودمیاستفاده    هادادهمنحنی نمایی برای    بهترین

 .شودمیبکار برده منحنی نمایی  مقادیر

  

 
1. Worksheet 
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 برای برازش خطی چندگانه   LINESTکاربرد تابع  :11-5جدول 

 
 

اما مقادیر شیب و    دهدمیرا انجام    خطی  برازش منحنی  LINESTنیز مشابه    TRENDتابع  

ولی بر اساس نتایج برازش، این تابع نتایج )مقادیر    گرداندنمیعرض از مبدأ را در صفحه گسترده باز 

𝑦  مربوط به مقادیر جدید )𝑥  از عبارت استنوشتاری این تابع  ساختار . کندمی بینیپیشرا: 

 
=TREND(known_y's,known_x's) or 

=TREND(known_y's,known_x's, unknown x ’s value 

 

آن اندکی  ی  دستور نوشتار  آنکه ساختار    جزبه  است  TRENDمشابه تابع    FORECASTتابع  

است.   عامل    FORECASTتابع  متفاوت  یک    TREND  کهدرحالی  پذیرد میرا    بینی پیشتنها 

 را دریافت کند.  بینیپیشچند عامل  تواندمی

 . نیز در دسترس هستند 1ها دادهافزونه تحلیل  برگهاز طریق این توابع 

 

 
1. Data analysis add-ins 
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( استفاده Regressionو انتخاب گزینه برازش )  هادادهاز تحلیل    توانمی( برای برازش منحنی،  3)

 . (7-5کرد )شکل 

 
 ها برگه تحلیل داده : 7-5شکل 

 

را انتخاب نماید )شکل    ها دادهتا محدوده    شودمیو از کاربر خواسته    شودمیپنجره جدیدی ظاهر  

5-8.) 

 

 

 
 ها در برگه رگرسیون انتخاب داده :8-5شکل 
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د، انتخاب شونسربرگ صفحه گسترده  خروجی در  نتایج  و محدوده    ها دادهمحدوده    کههنگامی

 نمایش داده خواهد شد.  9-5در شکل   شدهدادهنشان  صورتبهخروجی 

 

 

 در صفحه گسترده ANOVA: 9-5شکل 

 

که ابزار بسیار قدرتمندی است که ممکن است اطلاعات    است  ANOVAاین تحلیل مبتنی بر  

به ساخت مدل    ها دادهزیادی را در مورد پارامترهای آماری ارائه دهد و در صورت صحیح بودن دامنه  

 . کند میآماری مفید کمک  

 

 برای تمرین هایی مسئله ˗7 ˗5
 . کندمیزیر تغییر  صورتبه. گرانروی یک هیدروکربن با دما 1

t (˚C) 0 20 40 

η (mP) 84/2  33/2  97/1  

 را با استفاده از روش برازش منحنی حداقل مربعات مطابق معادله زیر تعیین کنید  سازیفعالانرژی 

𝑙𝑛( 𝜂/𝜂0) = 𝑙𝑛(𝐴/𝜂
0) +

𝐸

𝑅𝑇
 . 

 

اکسیژن  2 مربعات، ظرفیت گرمایی مولی  برازش منحنی حداقل  روش  از  استفاده  با  در    شده ارائه . 

𝑦جدول زیر را بر معادله   = 𝑎 + 𝑏(𝑇/𝐾) + 𝑐(𝑇/𝐾)2 .برازش دهید 

T (K) 298 398 498 598 698 

Cp (J K-1 mol-1) 38/29  24/30  07/31  88/31  67/32  
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را با روش برازش منحنی حداقل مربعات    هاداده،  𝑁2O (𝑔)برای تجزیه    شدهارائه   هایداده. با کاربرد  3

𝑦بر معادله   = 𝑎 + 𝑏𝑥   کهطوری به  برازش دهید  𝑦 = log {[NO2]/mol dm−3}    و𝑥 = t 

(𝑠)  اگر .𝑏 = −𝑘/2/303   باشد، ثابت سرعت𝑘  .را بیابید 

t (s) 0 200 400 600 800 1000 1200 

[NO𝟐]

(mol dm−𝟑)
 250/0  223/0  198/0  174/0  152/0  134 /0  120/0  

 

 . اندآمده به دستزیر برای فعالیت نوری یک محلول  های داده. 4

t (min) 0/0  2/7  8/36  8/46  0/68  α 

θ (degree) 1/24  4/21  4/12  0/10  5/5  - 7/10  

مربعات  برازش منحنی حداقل  روش  از  استفاده  𝑦به شکل    با  = 𝑎 + 𝑏𝑥  ثابت سرعت  ،𝑘  را

 ، کهطوری بهبیابید، 

 𝑏 = −𝑘/303/2   که در آن𝑦 = log {(𝜃𝛼 − 𝜃𝑡) (𝜃𝛼 − 𝜃0)⁄ 𝑥و   { = 𝑡(𝑚𝑖𝑛). 

مرتبه دو    ایچندجمله زیر را بر یک    هایدادهبا استفاده از روش برازش منحنی حداقل مربعات  .  5

 .منطبق کنید

 

x 0 1/0  3/0  45/0  6/0  78/0  83/0  92/0  

y 0 01/0  09/0  2025/0  36/0  6084 /0  6889/0  8464 /0  

 

)با استفاده از روش    شدهارائه  هایدادهبرای  را  و آب    𝐶𝐶𝑙4بین    𝐼2  گونه  ،𝐾𝑑  ،ثابت تعادل توزیع  .6

 محاسبه کنید. برازش منحنی حداقل مربعات(  

Corg (mol-1dm-3) 1/810-3 1/210-2 1/7510-2 210-2 2/510-2 

Caq (mol-1dm-3) 110-4 1/510-4 210-4 2/410-4 310-4 

 



 

 

 فصل ششم 

 ی عدد یریگ انتگرال
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 مقدمه ˗1  ˗6

-جایی  درتقریبی اشاره دارد که برای ارزیابی انتگرال    گیریانتگرال   هایروشبه    1عددی  گیریانتگرال 

  های راه   3( . در حساب دیفرانسیل و انتگرال )حسابانشوندمینامشخص است، استفاده    2تابع صریح   هک

اما   دارد،  وجود  انتگرال  تقریب  برای  شامل    گیریانتگرالزیادی  از   گیریانتگرالعددی  استفاده  با 

است.    5با نقاط گسسته   4عددی، تقریب زدن تابع پیوسته   روشاست. ایده پشت این    عددی   هایفن

شکل تابع   موردنظراست که در آن منحنی  شامل یافتن سطح زیر منحنی روش، این ترسادهبه بیان 

 (.1–6شکل ) کندمیرا بازنمایی  

 )که برای   6کاتس-از فرمول نیوتن  اند عبارتعددی وجود دارد که    گیریانتگرالبرای    روشدو  

 گیریانتگرال  های بازه)که برای    7گاوس   کوادراتور( و  شودمیمساوی بکار برده    گیریانتگرال  هایبازه 

عددی است که شامل برازش   گیریانتگرال (. برازش منحنی نیز روشی برای  شودمینامساوی بکار برده  

 تحلیلی از تابع است.  گیریانتگرال یک تابع به نقاط گسسته و سپس  

تابع نامشخص است، نقاط داده گسسته با فواصل مساوی برای تقریب زدن تابع با    کههنگامی

.  شوندمیبکار برده    کاتس-در فرمول نیوتن  اُم  nمرتبه    ایچندجمله استفاده از انطباق آن نقاط با یک  

  گذاریفاصلهبا    هایزیر بازه شامل  کههنگامیتحلیلی مشخص هستند یا    صورتبهتوابع    کههنگامی

گاوسی برای   کوادراتوردقیق، فرمول   های تقریبآوردن    به دست   منظوربهنامساوی وجود دارند، آنگاه  

 . شودمیبکار برده  8محور افقی روی شده نقاط انتخابگاوسی در   کوادراتورمحاسبه 

 

 
1. Numerical integration 

2. Explicit function 

3. Calculus 

4. Continuous function 

5. Discrete points 

6. Newton-Cotes formula 

7. Gauss quadrature 

8. Selected abscissa 
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 انتگرال معین یک تابع مساحت زیر منحنی است. :1-6شکل 

 

 2، فرمول گاوس چِبیشِف1لژاندر-فرمول گاوسهای  نامگاوس شامل سه نوع فرمول به    کوادراتور

فرمول گاوس آنکه    گیریانتگرال است. در حیطه    3هرمیت-و  با فرض  این بخش  با    ها دادهعددی، 

 .پردازدمی کاتس-فاصله مساوی توزیع شوند، تنها به پُرکاربردترین فرمول نیوتن

 

 کاتس ˗فرمول نیوتن ˗2 ˗6

شده به نام اسحاق   گذارینام)  کاتس-نیوتن  کوادراتور  هایفرمولیا  بسته    کاتس -نیوتن  هایفرمول

انتگرال با   محاسبهعددی بر اساس    گیریانتگرال هایی برای  ( به مجموعه فرمولکاتسنیوتن و راجر  

هستند.    گیریانتگرال عددی برای    هایروشپُرکاربردترین    هافرمولفواصل مساوی اشاره دارد. این  

که نقاط داده از ابتدا تا انتهای بازه مشخص باشند    شود میاشاره  بسته  نیوتن    هایفرمولزمانی به  

که حدود انتگرال فراتر از حدود بازه    شوند میزمانی استفاده  باز    کاتس-نیوتن  های فرمول  کهدرحالی

  های فرمول معین در علوم شامل فواصل بسته هستند، از    هایانتگرال اکثر    کهازآنجاییباشند.    هاداده

 : از اندعبارتبسته  کاتس -نیوتن های فرمول. شودمیاستفاده بسته  کاتس-نیوتن

 ،ایذوزنقه( قاعده 1)

1  ( قاعده 2)
3

 ،سیمپسون  

 
1. Gauss-Legendre formula 

2. Gauss-Chebyshev formula 

3. Gauss-Hermite formula 
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3  ( قاعده3)
8
 ، سیمپسون  

 . ( قاعده بول4)

، قاعده سیمپسون زندمیانتگرال را با استفاده از یک خط راست تقریب    ایذوزنقهقاعده    کهدرحالی

بهتر از    های تقریب(. هر روش با کاربرد  2–6شکل  )  کندمیاستفاده    ایچندجمله از یک منحنی یا  

 . شودمیدرجه بالاتر، کارآمدتر  ایچندجمله 

 

 

 (.b( )ای چندجمله( و با منحنی )aتقریب انتگرال با یک خط راست ) :2-6شکل 

 

 1مجموع ریمان   ̠ 1  ˗2  ˗6

نیوتن  فرمول  از  اما هنوز    کاتس -این روش بخشی  مورد    کههنگامینیست،  بحث   گیریانتگرالدر 

  سطح زیر منحنی  بندیتقسیمهمچنان یک جزء حائز اهمیت است. روش مجموع ریمان روش    شودمی

، ذوزنقه و غیره و سپس تجمیع مساحت هر یک از اجزاء به اشکال مختلف هندسی مانند مستطیل

. مجموع مستطیل روشی است که در آن دهدمی  به دستمساحت زیر منحنی را    درنهایتاست که  

شود که مساحت هر ناحیه از آن محاسبه و با  مستطیلی تقسیم می هایقطعهمساحت زیر منحنی به  

 . شودمیسایر مقادیر جمع 

 

 

 
1. Riemann sum 
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,𝑎](، بازه  3–6شکل  ) 𝑏و  𝑎در بازه بین    محاسبه سطح زیر منحنی  منظوربه 𝑏]  به𝑛 1بازه -زیر 

 :شودمیزیر تقسیم  صورتبه  ℎبا پهنای  

(6-1) h =
b − a

n
, 

  صورتبهها  بازه-. زیرانجامدمی 𝑓(𝑥)و طول   ℎبا عرض    ها مستطیلاز    ایمجموعهکه به ایجاد  

𝑥0  ،𝑥1  ،𝑥2 ،𝑥3  ،𝑥4   و𝑥5   در اینجا(𝑛 =  . شوندمی گذارینام( 5

 

 ( سطح زیر منحنی مقدار واقعیمجموع ریمان )تخمین کمتر از : 3-6شکل 

 

منحنی  توانمی زیر  تمام    سطح  سطح  تجمیع  با  منحنی    هایمستطیل را  زیر    صورتبهدرون 

 :تخمین زد

 

(6-2) 
مساحت = f(x0)(𝒙1 − x0) + f(x1)(x2 − x1) + f(x2)(x3 − x2)

+ f(x3)(x4 − x3) + f(x4)(x5 − x4), 

 

مساحت (6-3) = {f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x3) + f(x4)}Δx, 

 

 
1. Sub-interval 
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مساحت ( 6-4) =∑ f(xi)Δx

4

i=0

 , 

 

مساحت (6-5) =∑ f(xi)Δx

n−1

i=0

, 

 

مساحت ( 6-6) = ∫ f(x)dx
n−1

i=0
 . 

( جایگزین  1ده انتگرال ) ∫با  Σ  و شودمیجایگزین  𝑑𝑥با   𝛥𝑥،  اینجا برای یافتن سطح زیر منحنی

. شاید بتوان سطح زیر منحنی را از  زندمیتخمین    ترکم. روش پیشین سطح زیر منحنی را  شودمی

 (. 4–6شکل زاویه دید دیگری نیز ارزیابی نمود )

 

 

 ( سطح زیر منحنی مقدار واقعی مجموع ریمان )تخمین بیش از  :4-6شکل 

 

بیشتر از مقدار حقیقی برآورد   فرمول و روش مشابه هستند اما در این حالت سطح زیر منحنی

  رسدمیبه نظر    وضوحبه، مجموع ریمان روشی بسیار مبهم برای یافتن انتگرال است.  روازاین.  شودمی

 
1. Integrand 
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مقدار حقیقی تخمین   از  بیشتر  یا  را کمتر  انتگرال  روش  بهتر ؛  زندمیاین  برای محاسبه  بنابراین، 

 معرفی شد.  ایذوزنقهمساحت، قاعده 

 

 1ای ذوزنقهقاعده    ˗2  ˗2  ˗6

و   ریاضیات  قاعده    ترخاص   صورتبهدر  عددی،  تقریبی    ایذوزنقهمحاسبات  محاسبه  برای  روشی 

𝐼انتگرال معین   = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
عددی است که در    گیریانتگرالروش برای    ترینسادهاست. این روش    

را شکل دهند که بعد اغلب به چندین    ایذوزنقهتا    شوند میمتصل    2توسط یک وَتَر  حدفاصل آن نقاط  

اساسا     هاآن که مساحت مجموع    شودمیذوزنقه تقسیم   این قاعده  انتگرال مورد نظر است.  تقریب 

مقدار دقیق یک انتگرال    توانمیکه    کند میمرتبه اول است که بیان    کاتس -مبتنی بر فرمول نیوتن

نباشد؛ بلکه    ایچندجمله لزوما  یک  است  ممکن   𝑓(𝑥)بع  تعیین نمود. تا  ایچندجمله یک    صورتبهرا  

 𝑓(𝑥)بر اساس تقریب زدن منطقه زیر نمودار تابع    ایذوزنقهیک تابع خطی نیز باشد. قاعده    تواندمی

دو    کاتس-. این فرمول همچنین فرمول نیوتن کندمیذوزنقه و محاسبه مساحت آن عمل    صورتبه

به چندین    ایذوزنقهدر قاعده    ریمان، سطح زیر منحنی  های مجموع . مشابه  شودمینیز نامیده    اینقطه 

.  گرددمیسطح هر ذوزنقه محاسبه و تجمیع  و    شودمی  بندیتقسیمشکل مفروض؛    ایذوزنقهقطعه  

 . آیدمی به دستزیر  صورتبهمساحت ذوزنقه  با توجه به اینکه

1فاصله بین اضلاع موازی × )مجموع اضلاع موازی( ×  
2

 = مساحت ذوزنقه 

 

 

 ای ذوزنقهقاعده  :5-6شکل 

 
1. Trapezoidal rule 

2. Chord 
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( آنگاه با توجه به مساحت شکل  هابازهذوزنقه تقسیم شود )تعداد   𝑛به    اگر سطح زیر منحنی

 : شودمی( نتیجه 5–6شکل )

(6-7) 
مساحت =

1
2
(y0 + y1)Δx +

1
2
(y1 + y2)Δx +

1
2
(y2 + y3)Δx + ⋯

+
1
2
(y
n−1 + yn)Δx, 

 .است Δ𝑥اینجا فاصله اضلاع موازی 

مساحت (6-8) = (
y0
2
+ y1 + y2 + y3 + ⋯+ yn−1 +

y
n

2
)Δx, 

 

Δ𝑥 کهطوری به =
𝑏−𝑎

𝑛
= ℎ  .است 

تابع   بازه   𝑓(𝑥)اگر  در  به   𝑏تا   𝑎که  بازه  این  آنگاه  شود،  ارائه  است،  تقسیم  -زیر 𝑛پیوسته   بازه 

 :چنین نوشت توانمی، بنابراین شودمی

(6-9 ) y0 = f(a), 

 

(6-10) y1 = f(a + Δx), 

 

(6-11) y2 = f(a + 2Δx), 
 

(6-12) yn−1 = f(a + iΔx), 

(6-13) yn = f(b). 

𝑖اینجا  = 𝑛 −  اشاره دارد( هابازهبه تعداد  𝑛است ) 1

مساحت ( 6-14) = ∫ f(x) ≈
b

a

Δx (
y0
2
+ y1 + ⋯+ yn−1 +

y
n

2
), 

مساحت (6-15) = ∫ f(x) ≈
b

a

Δx {(
y0 + yn

2
) + (y1 + y2 + ⋯+ yn−1)}, 

 

مساحت (6-16) = I = ∫ f(x) ≈
b

a

h {(
f(a) + f(b)

2
) + (∑ f(a + ih)

n−1

i=1

)} . 
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(. این  6–6شکل ) یابد می( اضافه شود، عرض بازه کاهش  𝑛)  هابازهآشکار است که هر چه تعداد 

و کاهش    ها بازهرا با افزایش تعداد    ایذوزنقهنتایج قاعده    توانمی.  دهدمیعمل دقت تقریب را افزایش  

. برای پرهیز از این وضع،  افزایدمی( بهبود بخشید اما این کار خطای گرِد کردن کل را  ℎاندازه گام ) 

 مرتبه بالاتر جهت تخمین تابع ابداع شد.  ایچندجملهقاعده سیمپسون با کاربرد 
 

 

 (ℎها )کاهش  افزایش زیربازه :6-6شکل 
  

𝑓(𝑥)𝑑𝑥∫(، مقدار  1–6جدول ) ایذوزنقهبا استفاده از قاعده  :1مثال   = ∫ (5𝑥 − 2𝑥2)𝑑𝑥
1
را با   0

 بازه بیابید.  10تعداد 
𝑛،  اندشدهداده  1و  0به ترتیب برابر با   𝑏و   𝑎اینجا حدود انتگرال  :حلراه =  : است پس 10

ℎ =
𝑏 − 𝑎

𝑛
=

1− 0
10
= 1/0 . 

 برای تخمین انتگرال.  ای ذوزنقهقاعده   :1-6جدول 

 x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 

x 0 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  0/1  

f(x) 0 48/0  92/0  1/32 1/68 2/0 2/28 2/52 2/72 2/88 3/0 

 : شودمیبر این اساس با کاربرد فرمول به شکل بالا نتیجه زیر حاصل 

(6-17) I = 0/1 {
)3+0(
2
+48/0+92/0+32/1+68/1+0/2+28/2+52/2+72/2+88/2}=83/1.

 

𝐼مقدار    گیریانتگرالروش معمول   = ، بنابراین این روش پاسخ  دهد می  به دسترا    1/8333

 . دهدمیکاملا  دقیقی ارائه 
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 . را با هر سه روش انجام دهید O2معادله زیر برای گاز  گیریانتگرال :2مثال 

(6-18) 
1
N

dN

du
= ∫ 4π (

M

2πRT
)
3 2⁄

exp(
−Mu2

2RT
)u2du .

b

a

 

𝑑𝑢در این رابطه  =
(𝑏−𝑎)

𝑁
𝑎است که در آن مقادیر   = 0  ،𝑏 = 𝑁و   1500 =  هستند.  15

 

که برای    (7–6شکل  )  هاستسرعتبرای توزیع    1بولتزمن -، معادله ماکسولشدهارائهمعادله    :حلراه

را    ذکرشده  هایسرعتدارای محدوده    هایمولکول یافتن کسری از    2احتمال   آن سطح زیر منحنی

با استفاده از قاعده    توانمیاست. همین موضوع را    1که این احتمال کل همواره برابر    دهدمینشان  

1تأیید نمود. برای هر محدوده سرعت مولکولی، نسبت    خوبیبه نیز    ایذوزنقه
𝑁

𝑑𝑁

𝑑𝑢
 2–6جدول  در    

سطح زیر منحنی احتمال یافتن مولکول در آن حدود سرعت    گیریانتگرالشده است و سپس    ارائه

 . دهدمی به دسترا 

 

 

 مولکولی برای مولکول اکسیژن.  هایسرعتتوزیع ماکسول  :7-6شکل 

 

  

 
1. Maxwell-Boltzmann’s equation 

2. Probability 
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 برای تخمین انتگرال.   ایذوزنقهقاعده  :2- 6جدول 

U (m/s) dN/du (1/N) U (m/s) dN/du (1/N) 

0 0 800 000380043/0  

100 0003472/0  900 000160453/0  

200 001144194/0  1000 80738/5 E-05 

300 001864018/0  1100 81046/1 E-05 

400 002108639/0  1200 87863/4 E-06 

500 001842486 /0  1300 13936/1 E-06 

600 001303934/0  1400 31087/2 E-07 

700 000766558/0  1500 07714/4 E-08 

 

(6-19) I =
h

2
[f(a) + f(b) + 2(f(a + (n − 1)h)], 

ℎ  چون =
(1500−0)

15
=  بنابراین  100

(6-20) I = 100× [038/2 × 10−8 + 999952/9 × 10−3], 
I = 99999724/0 ≈ 1 . 

متر بر ثانیه، مساحت برابر با    1500تا  0بین  هایسرعت برای  ایذوزنقهبا کاربرد قاعده  کهدرحالی

برآورد   توانمیرا نیز    هاسرعت در محدوده خاصی از    هامولکول تعیین شد؛ احتمال یافتن    9999972/0

 . شودمی% تعیین 3/55یا   553/0متر بر ثانیه، این مقدار برابر با  1000تا  400کرد مثلا  از 

 

درجه کلوین را محاسبه    373تا    298تغییر آنتروپی نیتروژن گرم شده در فشار ثابت از    :3مثال  

 .بر اساس عبارت زیر توصیف شود 𝐶𝑝,𝑚تغییرات دمایی   کهدرصورتیکنید 

(6-21) Cp,m JK−1mol
−1⁄ 296 /27+23/5 × 10−3(T/K) − 042/0 × 10−7(T/K)2 . 

 ازآنجاکه  :حلراه

(6-22 ) (
dS

dT
) =

Cp,m

T
, 

 :(3–6جدول ) آید می به دستبنابراین تغییر آنتروپی توسط رابطه زیر 

(6-23) ΔS = ∫
Cp

T
dT . 
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تغییرات آنتروپی   گیریانتگرالو    𝐶𝑝برای ظرفیت گرمایی    شدهارائهبنابراین، با جایگذاری تابع  

 . شودمیحاصل 

 

(6-24) 
ΔS = ∫

Cp,m

T
dT = ∫(

296 /27
T

+ 5/23 × 10−3/K

− 042/0× 10−7(T/K2)) dT . 

 

𝐶𝑝  از سطح زیر منحنی  گیریانتگرال با    توانمیتغییرات آنتروپی را   𝑇⁄  برحسب  𝑇 آورد    به دست

 (. 8–6شکل )

 
 برای تعیین آنتروپی.  ایذوزنقهقاعده  :3-6جدول 

T 

(K) 

Cp,m/K 

(JK-2mol-1) 
T 

(K) 

Cp,m/K 

(JK-2mol-1) 
T 

(K) 

Cp,m/K 

(JK-2mol-1) 
T 

(K) 

Cp,m/K 

(JK-2mol-1) 

298 0968/0  319 0908/0  340 0855/0  361 0808/0  

301 0959 /0  322 0900 /0  343 0848/0  364 0802/0  

304 0950 /0  325 0892/0  346 0841/0  367 0796/0  

307 0941 /0  328 0884/0  349 0834 /0  370 0790/0  

310 0933/0  331 0977/0  352 0828/0  373 0784/0  

313 0924/0  334 0870/0  355 0821/0  376 0778/0  

316 0916 /0  337 0862/0  358 0815/0    
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 )تغییرات ظرفیت گرمایی با دما(   T برحسب  pC :8-6شکل 

 

 :که شودمینتیجه  ایذوزنقهبا کاربرد قاعده  

مساحت =
376− 298

26
 [087325/0 + 164047 /2] = 754/6 J K-1 mol

−1 . 

با   انتگرال  حل  حدود   هایروشضمن  از  استفاده  آنتروپی    هایروش)  1معمول  تغییر  حدی(، 

6/75 J ⋅ 𝐾−1    از قاعده    روازاین.  شودمیتعیین هستند    بخشرضایتکاملا     ایذوزنقهنتایج حاصل 

 زیاد هستند.  هابازهزیرا تعداد 

  

 
1. Limits 
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 ای ذوزنقهخطای قاعده    ̠ 1  ˗2  ˗2  ˗6

 شود میزیر ارائه  صورتبهو  آید به دست می 𝑓(𝑥)از بسط تیلور برای  قاعده ذوزنقهخطا در 

(6-25) E = −
(b − a)3

12
f″(x), 

𝑎  که در آن < 𝑥 < 𝑏  و  𝑓″(𝑥)   مشتق دوم𝑓(𝑥)   در بازه[𝑎, متناسب   ℎ3با   𝐸بنابراین،  ؛  است [

 است.

 

1قاعده   ̠ 3  ˗2  ˗6

3
 1سیمپسون  

اربرد  کبا   𝑓(𝑥)ن انتگرال تابع  یتخم  یمرتبه دو برا  کاتس-وتنین نوع از روش نیقاعده سیمپسون دوم

( ایذوزنقهدر قاعده    مورداستفادهخط مستقیم    جایبه  2وار سهمی  هایکماناربرد  ک)   هاای چندجمله 

س توماس  نام  به  سیمپسون  قاعده  برا یاست.  تقر  یمپسون  ز  یبیمحاسبه  منحنیسطح  برا  یر    یو 

توابع   یبرا  ایذوزنقهقاعده    کهدرحالیشد.    گذارینام  ایذوزنقهمحاسبه عدم دقت )خطا( در قاعده  

.  کند میار بهتر عمل یبس هاای چندجملهو    ها منحنی   یمپسون برای، قاعده سکند میخطی بهتر عمل  

 (. 9–6شکل است ) تردقیق  گیریانتگرال ی عدد هایروشر یوه از ساین شیا

 

 وار سهمیب زدن نقاط داده توسط تابع ی تقر :9-6شکل 
 

 
1. Simpson’s 1/3 rd rule 

2. Parabolic arcs 
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1در قاعده  
3
.  شودمیسیمپسون، یک سهمی برای محاسبه تقریبی هر بخش از منحنی بکار برده    

 ای چندجمله با تقریب    توانمی. قاعده سیمپسون را  شودمیتقسیم   Δ𝑥  قطعه با عرض 𝑛سطح به  

𝑛یا مساوی با   ترکوچک از درجه    ایچندجمله یک   𝑃𝑖(𝑥)آورد. اینجا    به دست  1لاگرانژ − است که   1

,𝑥1)نقطه   𝑛از  𝑦1)  ،(𝑥2, 𝑦2)  ،⋯  ،(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) شودمیزیر نمایش داده   صورتبهو  گذرد می . 

(6-26) P(x) =∑Pi(x),

n

i=1

 

 

(6-27) Pi(x) = yi∏
x− xk
xi − xk

n

k=1

, 

 

(6-28) li(x) =∏
x− xk
xi − xk

n

k=1

, 

 ،کهطوری به

(6-29) 
li(x) = (

x − x0
xi − x0

) ⋅ (
x − x1
xi − x1

)⋯(
x − xi−1

xi − xi−1
)

⋅ (
x − xi+1

xi − xi+1
)⋯(

x − xn
xi − xn

). 

به سه قسمت مساوی مطابق    که سطح زیر منحنی  شودمیاینجا این فرض اساسی بکار برده  در  

مرتبه دو لاگرانژ است که   ایچندجمله(. این روش شامل تقریب  10–6شکل  )  شودمیشکل تقسیم  

 صورت بهکه بر اساس آن عرض فاصله بین دو بازه    شود میتقسیم    𝑥2و    𝑥0در آن بازه انتگرال بین  

 . آید می  به دست ذیل

 
1. Lagrange’s polynomial 
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  P(x)لاگرانژ مرتبه دو   ایچندجملهب زدن مساحت با استفاده از ی تقر :10-6شکل 

(6-30 ) h =
x2 − x0

2
, 

 

(6-31) P(x) = f0L0(x) + f1L𝟏(x) + f2L2(x), 

 ،کهطوری به

(6-32) L0(x) = (
x − x1
x0 − x1

) ⋅ (
x − x2
x0 − x2

) . 

𝑥0با جایگزین کردن مقادیر متغیرها ) = 0  ،𝑥1 = ℎ  و𝑥2 = 2ℎ) داریم . 

(6-33) L0(x) =
x2 − 3hx + 2h2

2h2
, 

 

(6-34 ) L1(x) = (
x − x0
x1 − x0

) ⋅ (
x − x2
x1 − x2

), 

 

(6-35) L1(x) =
4hx + 2x2

2h2
, 

 

(6-36 ) L2(x) = (
x − x0
x2 − x0

) ⋅ (
x − x1
x2 − x1

), 
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(6-37) L2(x) =
x2 − hx

2h2
, 

 .محاسبه نمود به صورت زیررا  𝑓(𝑥)انتگرال تابع   توانمیاکنون 

(6-38) I = ∫ f(x)dx
x2

x0

, 

 بنابراین

(6-39 ) I = ∫ {f0 [
x2 − 3hx + 2h2

2h2
] + f1 [

4hx + 2x2

2h2
] + f2 [

x𝟐 − hx

2h2
]} dx

x2

x0

, 

 

(6-40 ) 

I =
1

2h2
[f0 (

x3

3
−

3hx2

2
+ 2xh2) + f1 (

4hx2

2
−

2x3

3
)

+ f2 (
x3

3
−
hx2

2
)]

0

2h

+ E, 

 

(6-41 ) 

I =
1

2h2
[f0 (

8h3

3
−

1𝟐h3

2
+ 4h3 − 0) + f1 (8h3 −

16h3

2
)

+ f2 (
8h3

3
−

4h3

2
)] + E, 

 

(6-42) I =
h

3
[f0 + 4f1 + f2] + E . 

1عبارت نهایی دارای ضریب  ازآنجاکه
3
1است، این روش قاعده   

3
 . شودمیسیمپسون نیز نامیده  

 

 قاعده سیمپسون انتگرال مرکب  ˗1  ̠ 3  ˗2  ˗6

باشد )یعنی تغییرات عمده در تابع وجود نداشته باشد( آنگاه    1کوچک و هموار   گیریانتگرالاگر بازه  

بکار برده شد؛ برای تقریب مقدار دقیق انتگرال کافی    ازاینپیش  هایروشتنها دو بازه؛ مانند آنچه در  

های کوچک  بازه-زیر  یبه تعداد بیشتر  ها بازهنباشد آنگاه در چنین مواردی،    گونهایناما اگر  ؛  است

 (.  11–6شکل کوچکی هموار شود )  هایبازهتا تابع در چنین  شوندمیتقسیم 

 
1. Smooth 
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  ها )قاعده سیمپسون مرکب( بازه-زیر   بندیتقسیم :11-6شکل 
شوند تا انتگرالی که کل بازه  شود و نتایج تجمیع میبازه اعمال می-قاعده سیمپسون به هر زیر

بسط    قاعده سیمپسون)   فرایند قاعده سیمپسون انتگرال مرکبزند، به دست آید. این  را تقریب می

 . صورت زیر استخراج شودتواند بهشود که مینامیده میداده شده( 

(6-43 ) I =
h

3
[(f0 + 4f1 + f2) + (f2 + 4f3 + f4) + (f4 + 4f5 + f6) + ⋯

+ (fN−4 + 4fN−3 + fN−2) + (fN−2 + 4fN−1 + fN)] + E, 

 

(6-44 ) I =
h

3
[(f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + 2f4 + 4f5 +⋯+ 2fN−2 + 4fN−1

+ fN)] + E, 

 

(6-45 ) I =
h

3
[f(a) + f(b) + 4∑f(a + ih)

N−1

i=1,2

+ 2 ∑ f(a + ih)

N−2

i=2,2

] + E. 

𝑖 = 𝑖به شروع از    1,2 = 𝑖های دو واحدی )مقادیر فرد( اشاره دارد  و  با گام   1 = 2, به شروع   2

𝑖از   = گام   2 دارد.  با  اشاره  زوج(  )مقادیر  واحدی  دو  تعداد  های  که  است  ضروری  نکته  این   ذکر 

هستند     𝑁های بازه 𝑁  کهدرحالیزوج  + قاعده    گیریانتگرال نقطه    1 هستند.  فرد  که  دارد  وجود 

. قاعده سیمپسون از تابع سهمی دهد می  به دست  ایذوزنقهاز قاعده    تریدقیقسیمپسون نتایج بسیار  

باید     𝑁که   آن است. قاعده سیمپسون مشروط به  کندمیاستفاده    موردنظربرای تقریب تابع در بازه  

باید همچنان ثابت    ℎ  زوج نباشد، مقدار  𝑁باید ثابت باشد. حتی اگر  ℎ  ترجیحا  زوج باشد و مقدار

 باشد. 
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 : دنشومیابط زیر محاسبه وبا ر قاعده سیمپسون مرکببرای قاعده سیمپسون و  1ی ی برشهاخطا

(6-46 ) E =
−h5

𝟗0
f ′′′′(x), 

 

(6-47 ) E =
−h5

90
N

2
 f ′′′′(x) =

−h4(b − a)

180
f ′′′′(x) . 

𝑓(4) که = 𝑓′′′′(𝑥)  مشتق چهارم تابع در یک نقطه بین[𝑎, 𝑏] .است 

3قاعده   ̠ 4  ˗2  ˗6

8
 سیمپسون  

قاعده   مانند  1درست 
3
دوم     درجه  تقریب  بر  مبتنی  که    کههنگامیاست،    ایچندجمله سیمپسون 

3قانون    عنوانبه، این روش  شودمی مکعبی )درجه سه( تقریب    یابی درونبا    ایچندجمله 
8
سیمپسون    

 (.12-6شکل ) شودمیشناخته 

 

  قاعده: 12-6شکل 
3

8
 سیمپسون  

.  شودمیمرتبه بالاتر برای تقریب نقاط داده بکار برده    ایچندجمله در این روش، معادله مکعبی یا  

 . دهد می چنین نتیجه  گیریانتگرال که ضمن   بردمیمرتبه سه را بکار  لاگرانژ ایچندجمله این روش 

(6-48 ) I = ∫ f(x)dx =
x3

x0

3h
8
[f(x0) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x3)] + E, 

 :شودمیبا رابطه زیر محاسبه  یخطای برش کهطوری به

(6-49 ) E =
−3h5

80
f (4)(ξ). 

 
1. Truncation error 
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 1بول   قاعده  ˗5 ˗2  ˗6

بازه با فاصله مساوی انجام  -روی پنج زیر  موردنظربا محاسبه انتگرال بازه    گیریانتگرال  کههنگامی

 . زیر قابل محاسبه است صورتبهکه  شودمینامیده   شود، این روش قاعده بول

(6-50 ) ∫ f(x)dx =
x4

x0

2
45
h(7f0 + 32f1 + 12f2 + 32f3 + 7f4) + E, 

 :شودمیبا رابطه زیر محاسبه  یخطای برشدر آن  که

(6-51) E = −
8

945
h7f (6)(ξ). 

 

،  هاسرعتبرای توزیع ماکسول برای    2در مثال    شدهاستفاده  هایدادهبا استفاده از همان    :4مثال  

 را با استفاده از قاعده سیمپسون محاسبه نمایید. سطح زیر منحنی

زیادی    هایبازهزیرا تعداد    شودمیاز قاعده سیمپسون مرکب استفاده    تردقیقبرای نتایج    :حلراه

 وجود دارد، بنابراین 𝑓(𝑥)بین مقادیر   توجهیقابلوجود دارند و همچنین تفاوت 

 

(6-52) 
𝐼 =

ℎ

3
[𝑓(0) + 𝑓(1500) + 4∑𝑓(odd int) + 2∑𝑓(even int)] , 

ℎ =
(1500− 0)

15
= 100 . 

(6-53) I =
100
3
[0771/4+0×10-8+4(0/004999958 )+2(0/004999994 )], 

I = 9999953 /0 ≈ 1 . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
1. Boole’s rule 
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 با استفاده از رابطه  :5مثال 

(6-54 ) ΔS = S(T2) − S(T1) = ∫
Cp

T
dT

T2

T1

, 

درجه   0/300تا    0/20از    ؛  Zn(s) مول روی جامد؛  00/1برای گرم کردن    شدهارائه  هایدادهبر اساس  

و قاعده سیمپسون محاسبه و نتایج را مقایسه    ایذوزنقهرا با کاربرد هر دو قاعده   Δ𝑆کلوین، مقدار

 کنید. 

 

Temperature (K) Cp,m (JK-1mol-1) Temperature (K) Cp,m (JK-1mol-1) 

20 18 180 8/162  

40 56/44  200 5/181  

60 43 /64  220 9/200  

80 88/80  240 221 

100 15/96  260 8/241  

120 6/111  280 1/263  

140 8/127  300 7/284  

160 9/144    

ارائه شدهدر این مسئله، داده  حل:راه اند. با توجه به معادله  های دما و ظرفیت گرمایی در هر دما 

𝐶𝑝لازم است   𝑆∆انتگرال   𝑇⁄    به عنوان تابع𝑦    و    4–6جدول  محاسبه شود که نتایج حاصل در

 ای و سیمپسون را به کار برد. توان هر دو قاعده ذوزنقهمی اند.ارائه شده 13–6شکل 

 :ایبا استفاده از قاعده ذوزنقه

مساحت ( 6-55) =
1
2
[
300 − 20

14
(849/1+42335/12)] , 

I = 266/95652  J ⋅ K−1 ⋅mol
−1

. 

 : با استفاده از قاعده سیمپسون

(6-56 ) I =
300− 20
14 × 3

[f(20) + f(300) + 4(728525/6) + 2(6948/5)], 

I = 70025/267 J ⋅ K−1 ⋅mol
−1

. 

J.K-1.mol 253/9297  برابر با 𝑆∆  صورت تحلیلی، مقدارضمن حل معادله به
 شود.تعیین می 1-
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 قاعده سیمپسون برای تعیین تغییر آنتروپی  :4-6جدول 

N Temperature (K) Cp,m (JK-1mol-1) f(x)=Cp,m /T 

1 20 18 9/0  

2 40 56/44  114/1  

3 60 43 /64  073/1  

4 80 88/80  011/1  

5 100 15/96  9615/0  

6 120 6/111  93/0  

7 140 8/127  9128/0  

8 160 9/144  905625/0  

9 180 8/162  9044/0  

10 200 5/181  9075/0  

11 220 9/200  9131/0  

12 240 221 9208/0  

13 260 8/241  93/0  

14 280 1/263  9396/0  

15 300 7/284  949 /0  

 

 
 (.دهدمی به دستآنتروپی را  )سطح زیر منحنی T برحسب  T/pCتغییرات   :13-6شکل 



                                                                                                                             157 گیری عددی ششم: انتگرالفصل 
 

 

 

 

مکعب در    متر دسی  49مکعب به    متردسی  1از    1پذیر برگشت  صورتبه  Cl2  مول از  00/1اگر    : 6مثال  

ضرایب معادله    کهطوری بهبرای این گاز حقیقی چقدر است    شدهانجامکلوین منبسط شود کار    273

 :از اند عبارتواندروالس 

𝑎 = 655/0 MPa ⋅ dm6 ⋅mol
−2 و     𝑏 = 055/0 dm3 ⋅mol

−1 و    𝑅 = 314/8 J ⋅ 𝐾−1 ⋅mol
−1. 

گاز    :حلراه از  مول  یک  برای  واندروالس  حالت  معادله  حقیقی،  گازهای  ارائه    صورتبهبرای   زیر 

 . شودمی

(6-57 ) p =
RT

V − b
−
a

V2 , 

 شودمیزیر محاسبه  صورتبه  شدهانجامو کار 

(6-58 ) w = −∫pdV = −∫(
RT

V − b
−
a

V2) dV . 

 شود میرابطه زیر حاصل  گیریانتگرالکه با 

(6-59 ) w = −RT ⋅ ln
V2 − b

V1 − b
− a (

1
V2
−

1
V1
) . 

جدول  . نتایج در  شودمی، فشار با استفاده از معادله حالت واندروالس محاسبه  شده دادهبرای حجم  

 . اند شدهنمایش داده  13–6شکل تصویری در  صورتبهو   اند شده بندیجدول 4–6

 
 : قاعده سیمپسون برای تعیین تغییر آنتروپی5- 6جدول

V (dm3) P (kPa) V (dm3) P (kPa) V (dm3) P (kPa) 

1 747/1  19 118/0  37 061/0  

3 698/0  21 107/0  39 058/0  

5 433/0  23 098/0  41 055/0  

7 313/0  25 090/0  43 052/0  

9 246 /0  27 083/0  45 050/0  

11 202/0  29 078/0  47 048/0  

13 171/0  31 073/0  49 046 /0  

17 149/0  35 068/0    

 
1. Reversibly 
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 .دهدمی به دست را    شدهانجامکار   pV سطح زیر منحنی :14-6شکل 

 

 ،ایذوزنقهبا استفاده از قاعده 

(6-60 ) w =
1
2
× (

49 − 1
24

) [7929/1+2(4473/3)], 

w = −687/8kJ mol
−1 . 

 ،با استفاده از قاعده سیمپسون مرکب

(6-61) w =
1
3
× (

49− 1
24

) [ 7929 /1+4(9567 /1)+2(4905/1)], 

w = −400/8 kJ mol
−1 . 

kJ mol 319/8−  شدهانجامتحلیلی حل شود، کار  صورتبهمعادله  کههنگامی
 است. 1−

 

 صورتبه شدهمحاسبه بین انتگرال  توجهیقابلپیشین، ممکن است تفاوت   هایمثالدر برخی از 

تقریبی هستند و تنها نقاط داده    هایی روشعددی    های روشتحلیلی و عددی وجود داشته باشد، زیرا  

که ممکن است به اندازه کافی دقیق باشند یا    برند میبکار    گیریانتگرالمبنای    عنوانبه گسسته را  

عددی    هایروشتجربی اندکی از تابع اصلی منحرف شوند. همچنین    های دادهنباشند و یا در مورد  

که ممکن است دقیقا  بر نقاط داده منطبق شوند یا نشوند.    برند میاُم را بکار   𝑛مرتبه    های ای چندجمله 
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رضایتعددی می  گیریگرال انت که    شودمی، مشاهده  حالبااین نتایج  را در  تواند    کهطوری بهبخشی 

 آن دشوار است، ارائه دهد.  گیریانتگرال تابع اصلی در دسترس نیست یا 

 

 1باز   کاتس -نیوتن  های فرمول

 فرمول باز وجود دارند: . سه نوع کنندنمیاستفاده  3یا حدود 2از نقاط انتهایی  هاروشاین 

 ،4( فرمول نقطه میانی 1)

 ،5اینقطه( فرمول دو 2)

 . 6ای نقطه( فرمول سه 3)

 

 فرمول نقطه میانی

استفاده   انتهایی  نقاط  از  استفاده    نماید نمیاین قاعده  بازه  نقاط میانی  از  فرمول کندمیبلکه  این   .

 از عبارت استانتگرال  روازاینشامل محاسبه تابع در یک نقطه یعنی نقطه میانی بازه است. 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≈ (𝑏 − 𝑎)𝑓(𝑥𝑚),  

 نقطه میانی است 𝑥𝑚 کهطوری به

𝑥𝑚 =
𝑎 + 𝑏

2
 . 

 ای نقطهفرمول دو  

,𝑎]بین   𝑓(𝑥)تابع    کههنگامی.  بردمیاصلی بکار    هایبازه  جایبه بازه را  -دو زیر  اینقطهفرمول دو   𝑏] 

 از  عبارت است، بنابراین انتگرال شودمیاستفاده  اینقطه پیوسته است آنگاه از فرمول دو 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≈
𝑏 − 𝑎

2
(𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2)). 

 

 

 ای نقطهفرمول سه  

 کهنحوی به  شودمیبازه تقسیم -به چهار زیر گیریانتگرالدر این روش، بازه 

 
1. Newton-Cotes open formulas 

2. End points 

3. Limits 

4. Mid-point formula 

5. Two-point formula 

6. Three-point formula 
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ℎ =
𝑏 − 𝑎

4
, 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
=

4ℎ
3
(2𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2) + 2𝑓(𝑥3)),  

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
=
𝑏−𝑎

3
(2𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2) + 2𝑓(𝑥3)),  

 در آن که

𝑥1 =
3𝑎 + 𝑏

4
, 𝑥2 =

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑥3 =

3𝑏 + 𝑎
4

. 
 

 

 

 برای تمرین  هایی مسئله ˗3  ˗6

∫انتگرال  ایذوزنقه. با استفاده از قاعده 1 𝑥3𝑑𝑥
20
10

 
 را محاسبه کنید.

 

∫انتگرال  ایذوزنقه. با استفاده از قاعده 2 𝑒2𝑥
2
𝑑𝑥

3
 را محاسبه کنید. 1

 

001/1از    1دما همو    پذیر برگشت  صورتبهمول گاز حقیقی    1. اگر  3 × 10−3𝑚3    100/0تا𝑚3    منبسط

 کهطوری به و سیمپسون چه مقدار است    ایذوزنقهبا استفاده از قاعده    شدهانجامشود آنگاه کار  

 از: اندعبارتضرایب معادله واندروالس  

𝑎 = 3640/0 Pa ⋅ 𝑚6 ⋅mol
−2 و    𝑏 = 367/4 × 10−5 m3 ⋅mol

−1. 

 

  376تا  298گرم شده در فشار ثابت از  . با استفاده از قاعده سیمپسون، تغییر در آنتروپی نیتروژن4

 کلوین را محاسبه کنید: 
𝐶𝑝,𝑚(𝐽𝐾

−1𝑚𝑜𝑙−1) = 296/27+23/5 × 10−3(𝑇/𝐾) − 042/0 × 10−7(𝑇/𝐾)2 
 

کلوین را    1100تا    300زیر افزایش آنتالپی از    شدهارائه  هایدادهعددی و    گیریانتگرال. با استفاده از  5

 محاسبه کنید

 T (K) 300 500 700 900 1100 

Cp (JK-1mol-1) 9/39  5/49  8/50  4/53  9/54  

 

 
1. Isothermal 



 فصل هفتم 

 ل یفرانس یمعادلات د
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 مقدمه  ˗1  ˗7

شامل مشتقات است. ممکن است معادلات دیفرانسیل مرتبه اول، مرتبه   ایمعادله معادله دیفرانسیل

.  کند میبالاتر وجود داشته باشند. مرتبه بر بالاترین مرتبه مشتق در معادله دلالت    هایمرتبهدو و  

𝑑𝑦معادله    نمونه،  عنوانبه

𝑑𝑥
= 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥  است اول  مرتبه  دیفرانسیل  معادله    معادله  𝑑2𝑦و 

𝑑𝑥2 =

2 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 5 𝑐𝑜𝑠 𝑥  معادلاتی    1یک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم است. معادلات دیفرانسیل معمولی

هستند.   ها آنتقات ( و مش𝑥مستقل )معمولا   متغیرهستند که شامل توابعی از یک یا تعداد بیشتری 

نیستند، بنابراین در چنین مواردی   حل قابلطیف وسیعی از معادلات دیفرانسیل مرتبه اول    درواقع

، در این مبحث تنها به  جهتازاین.  آیندمیعددی برای حل معادلات دیفرانسیل به کمک    هایروش

. حتی معادلات  شودمیپرداخته    4با مجموعه شرایط  3و کامل   2تفکیک قابلمعادلات دیفرانسیل خطی،  

  مورداستفاده های عددی  صریح حل کرد. روش  طوربه  تواننمیهستند را    تفکیکقابلدیفرانسیلی که  

دهد، با رسم نموداری توانند جهتی را که تغییر در آن رخ می برای حل معادلات دیفرانسیل حداقل می

 نشان دهند.   𝑦و   𝑥بین 

های عددی حل معادلات دیفرانسیل هستند،  ی عددی برای معادلات دیفرانسیل، تقریب هاروش

از   از معادلات دیفرانسیل که با استفاده  انتگرال نیست. برخی    های روش اما این به معنای محاسبه 

نیستند، با استفاده    حلقابلیا هر روش مشابه  ساز  های انتگرالعامل مرسوم جبری، جداسازی متغیرها،  

راهشوندمیعددی حل    هایروش از   اگر  یا روش. حتی  ابزارها  از  امورهای جبری  حل  قبلی    شارهد 

عددی یک    هایروش باشد، جواب ممکن است پیچیده به نظر برسد. در چنین مواردی    آمدهدستبه

انسیل معمولی، روش روش برای حل عددی معادله دیفر  ترینمتعارف.  دهند می جواب تقریبی ارائه  

است. در این بخش    6کوتا   ˗رونگه  هایروش،  گیردمیقرار    ستفادهد ا موراست. روش دیگری که    5اویلر

 ( است.ODE، معادلات دیفرانسیل معمولی )شودمیبه آن پرداخته  آنچه

𝑑𝑦  صورتبهمعادلات دیفرانسیل  

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)     که  شوندمینوشته  𝑦(0) = 𝑦0  یعنی، شرایط ،

در    ایاولیه  است:  شده  مشخص  معادله  حل  𝑥برای  = 𝑦و    0 = را    توانمیکه    0  صورت به آن 

 𝑥0    و𝑦0 .نیز نوشت 

 

 
1. Ordinary differential equation (ODE) 

2. Separable 

3. Exact 

4. Set of conditions 

5. Euler’s method 

6. Runge-Kutta (RK) 
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 چه هستند؟  1  اویلر-کوشیمعادلات دیفرانسیل  

دیفرانسیل   معادلات  اویلر-کوشیمعادلات  که  ،  هستند  متغیر  ضرایب  با  خطی  همگن  دیفرانسیل 

 زیر نمایش داد  صورتبهرا  هاآن توانمیعمومی  صورتبهصریح حل شوند.   طوربه توانندمی

(7-1) anx
ny(n)(x) + an−1x

n−1y(n−1)(x) + ⋯+ a0y(x) = 0 , 

 است.  𝑥نسبت به  𝑦اُم  𝑛مشتق مرتبه  𝑦(𝑛)و   ثابت است 𝑎𝑛که در آن 

 

 روش اویلر ˗2  ˗7

را   دیفرانسیل  معادلات  برای    طوربه   تواننمیتمام  عددی  جواب  یک  اویلر  روش  کرد.  ضمنی حل 

 مستقیما  متناسب با مربع اندازه گام است.  2معادلات دیفرانسیل مرتبه اول است. خطا در هر گام 

بسط تیلور برای یک   . شودمیدر این روش از بسط سری تیلور برای بیان معادله دیفرانسیل استفاده  

 .شودمیزیر ارائه  صورتبهتابع 

(7-2) f(x + h) = f(x) +
h

1!
dy

dx
+
h2

2!
d2y

dx2
+
h3

3!
d3y

dx3
+⋯, 

 یا 

(7-3) y(x + h) = y(x) +
h

1!
y′(x) +

h2

2!
y′′(x) +

h3

3!
y′′′(x) +⋯, 

𝑥و   𝑥بین دو نقطه متوالی مانند    اختلاف ℎکه در آن   + ℎ   است. اگر بازه بین مقادیر𝑥  های

باشد، یعنی   تیلور را صورت     ℎمختلف کوچک  اویلر عبارت بسط سری  آنگاه روش  باشد،  کوچک 

از عبارات مرتبه بالاتر    نظرصرف)با    تقریببه  توانمیبسط قبلی را    کهنحوی به  کندمیتقریبی محاسبه  

 :زیر برآورد کرد صورتبهبه دلیل آنکه بسیار کوچک هستند( 

(7-4 ) y(x + h) = y(x) + hf(x, y), 

,𝑓(𝑥  که 𝑦)   مشتق𝑦   در(𝑥0, 𝑦0)    ،است𝑥0    اولیه 𝑥در   𝑦مقدار    𝑦0و   𝑥مقدار  = 𝑥0    یعنی(

 :توان نوشتبنابراین به طور کلی میشرایط اولیه( است. 

(7-5) yn+1 = yn + hf(xn, yn), 

 
1. Cauchy-Euler differential equations 

2. Step 
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𝑦𝑛+1 مربوط به گام بعدی است،   شدهزدهمقدار تخمین𝑦𝑛  ،مقدار گام کنونی استℎ    اندازه بازه

,𝑓(𝑥𝑛است و   𝑦𝑛)   مشتق در[𝑥𝑛, 𝑦𝑛]   .روش اویلر فقط عبارات مشتق مرتبه اول را    ازآنجاکه است

 . گویندمینیز  1کوتا مرتبه اول-، به آن روش رونگهکندمیاز بسط سری تیلور مربوط به تابع حفظ 

 یک مشتق یا شیب یک تابع در نظر گرفت:  صورتبه توانمییک معادله دیفرانسیل مرتبه اول را 

(7–6) 
dy

dx
= f(x, y), 

اولیه مقدار  اصول مسئله  از  اویلر  پیشنهاد    کند میاستفاده    2روش  مقدار    دهد میکه  وقتی  که 

، خود به مقدار  شدهمحاسبه ، این مقدار  شودمیمحاسبه    𝑦0  از مقدار اولیه  𝑦1  کمیت در گام بعدی

  شدهمحاسبهمقدار  توانمیبه عبارتی   شودمیتبدیل  𝑦2  اولیه برای مقدار کمیت در گام بالاتر بعدی

 بکار برد.  𝑦2  مقدار اولیه برای محاسبه مقدار گام بالاتر بعدی عنوانبهدر هر گام خود 

 

 .با استفاده از روش اویلر، معادله دیفرانسیل زیر را حل کنید : 1مثال  

(7-7) 
dy

dx
= 5− 3

y

x
, 

𝑦(3) کهطوری به = ℎو   1 =  شده باشند.  داده 1/0

𝑦(3)  صورتبهشرایط اولیه    :حلراه = 𝑥، یعنی در  1 = 3  ،𝑦 = . با استفاده از معادله  اندشدهارائه    1

((7–7  ،)𝑑𝑦 𝑑𝑥⁄ شودمیزیر محاسبه  صورتبه: 

(7-8) f(x, y) =
dy

dx
= 5− 3 (

1
3
) = 4 . 

 ،ازآنجاکه
𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ = 1/3 , 

 و
𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓(𝑥, 𝑦),  

 ، در این صورت
𝑦𝑛+1 = 1+ (1/0))4(=4/1 . 

نتایج در   نمایش داده    1–7شکل  ترسیمی در    صورتبهشده و    بندیجدول،  1–7جدول  سایر 

 سایر نقاط داده را با استفاده از همان معادله دیفرانسیل اولیه محاسبه نمود.  توانمی. اندشده

 

 

 
1. Runge-Kutta of first order (RK-1) 

2. Initial value problem 
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 برای حل معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه اول   اویلرروش  :1-7جدول  

x y dy/dx 

3 1 4 

1/3  4/1  64516129 /3  

2/3  764516129/1  345766129 /3  

3/3  099092742 /2  091733871/3  

4/3  408266129/2  875059298/2  

5/3  695772059 /2  689338235/2  

6/3  964705882/2  529411765 /2  

7/3  217647059 /3  391096979 /2  

8/3  456756757 /3  270981508/2  

 

 

 با روش اویلر.  شدهحلمعادله دیفرانسیل معمولی   :1-7شکل 
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اول    :2مثال   رابطه سینتیک مرتبه  برای  معادله دیفرانسیل  از حل  استفاده  ′𝑦با  = −𝑘𝑦   یعنی(

[𝐴𝑡] = −𝑘[𝐴]  با شرایط اولیه )[𝐴0] = 0/25 mol dm−3  غلظت ،[𝐴]   هایزمانرا در   (𝑡  )200  ،

𝑘 کهدرصورتیآورید  به دستثانیه  1200و  1000، 800، 600، 400 = 000622/0 s−1  .باشد 

 . شودمیزیر بکار برده   صورتبه: در مورد یک معادله دیفرانسیل مرتبه اول، روش اویلر حلراه

(7-9 ) 
d[A]

dt
= −k[A], 

𝑡)[𝐴]از   اندعبارت شرایط اولیه  کهطوری به = 0) = [𝐴0] = 0/25  ،ℎ = 𝛥𝑡 = 200𝑠 

(7-10) y1 = A200 = A0 + Δt ⋅ (d[A] dt⁄ ), 

(7-11) A200 = 25/0+ (200×
dy

dx
). 

 . اندشدهنمایش داده  2–7شکل ترسیمی در   صورتبهو  بندیجدول، 2–7جدول نتایج در ادامه در 

 :شودصورت زیر ارائه میجواب این معادله به

(7-12) ln y = −kx + C . 

𝐶که  طوری به = ln به دست    0.25 اویلر حاصل شد،  روش  توسط  آنچه  با  نتایج مشابهی  است که 

 :عمومی عبارت است ازکه جواب دهد درحالیمی

(7-13) [A] = [A]0e
−kt, 

 یا 

(7-14) ln[ A] = ln[ A]0 − kt, 

 

(7-15) ln[ A] = C − kt. 
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 سینتیکی  هایدادهبرای حل   اویلرروش  :2- 7جدول 

x y dy/dx 

0 25/0  - 0001555/0  

200 218/0  - 000136156/0  

400 191/0  - 000119218/0  

600 167/0  - 000104387/0  

800 146/0  - 14015/9 E-05 

1000 128/0  - 00312/8 E-05 

1200 112/0  - 00155/7 E-05 

 

 

 سینتیکی مرتبه اول.  هایدادهروش اویلر برای حل  :2- 7شکل 
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 کوتا-روش رونگه ˗3  ˗7

- بسیار کوچک است، روش رونگه هایبازهدر مقایسه با روش اویلر که برای ارائه نتایج دقیق نیازمند 

 گیریانتگرال . این یک روش عددی برای  کندمیکمتری نتایج بهتری ارائه    هایگاموتا در تعداد  ک

  ها آنتوانمند هستند که اگر اندازه گام در    هایی روش  کوتا-رونگه  های روش   معادله دیفرانسیل است.

. الگوریتم مرتبه  دهندمیواب عددی خوبی برای معادلات دیفرانسیل ارائه  هوشمندانه انتخاب شود، ج

 است. پرکاربردترکوتا به دلیل دقت در نتایج -چهارم رونگه

هر مقدار متفاوت    به ازای yکوتا همانند روش اویلر است، یعنی یافتن مقدار  -هدف روش رونگه

در شرایطی که مقادیر اولیه )شرایط اولیه مسئله( ارائه شوند. روش اویلر زمانی دقیق و   xدیگری از 

  ای چندجملهاگر جواب یک    کوتا-رونگه  هایروش  کهدرحالیکامل خواهد بود که جواب یک خط باشد  

اویلر مانند روش رونگه  هایمرتبه از   کوتا مرتبه اول است.(  -بالاتر باشد، دقیق خواهند بود. )روش 

رونگهروش برای  -های  دقیق  هایای چندجمله کوتا  بالاتر  محاسبات مرتبه  مستلزم  و  هستند  تر 

  1کوتا مرتبه سوم -های رونگهمختلف )مانند روش  هایشیبشامل محاسبات در مقادیر    ایچندمرحله 

𝑅𝐾3 2کوتا مرتبه چهارم-و رونگه 𝑅𝐾4شوند.( می 

کافی نزدیک باشد    اندازهبه  موردنظر کوتا، بر خلاف سری تیلور )که تنها اگر نقطه  -روش رونگه

ارائه   مناسبی  به  کندمیجواب  نیاز  بدون  تابع،  یک  برای  خوبی  تقریب  ارائه   گیریمشتق (،  معادله 

برای هر عبارت یا جمله جدیدی که باید محاسبه شود، مشتق تابع را محاسبه    . روش تیلورنمایدمی

سری تیلور در حین ارزیابی تابع    هایگامهمان تعداد از    سازیشبیه کوتا  -. هدف روش رونگهکند می

 طوربه،  شودمی( نیز نامیده  𝑅𝐾4)   4-کوتا-که رونگه  4کوتا مرتبه  -اصلی است. فرمول روش رونگه

در محیطی،    هایمدل،  آئرودینامیک،  وهواآب  های مدلمکانیک،    های زمینه  گسترده  مطالعات 

از  3دارورسانی دیگر  بسیاری  و  اکوسیستم  مطالعه  و    هایزیرشاخه ،  شیمی    شناسیزیستفیزیک، 

 . شودمیاستفاده 

  

 
1. Runge-Kutta of third order (RK3) 

2. Runge-Kutta of fourth order (RK4) 

3. Drug delivery 
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 کننده تصحیح-پیشگو  روش  یا  2-کوتا-رونگه  روش  ˗1  ˗3  ˗7

. این روش عددی  شودمینیز نامیده    بهبودیافتهیا روش اویلر    1، روش هیون 2کوتا مرتبه  -روش رونگه

 . شودمیتنها برای حل معادلات دیفرانسیل مرتبه اول به شکل زیر بکار برده  

(7-6) 
dy

dx
= f(x, y). 

و سپس استفاده از این مقدار برای محاسبه مقدار نهایی   2میانی این روش شامل محاسبه مقدار  

 ، که  دانیممیاست. از روش اویلر 

(7-16) yn+1 = yn + hf(xn, yn), 

قبلی توضیح داده شد، معنای متداول خود را دارند. سری    هایروشکه در  طورهماننمادها،   که

 :شودمیزیر ارائه  صورتبه تیلور 

(7-17) y(x + h) = y(x) +
h

1!
y′(x) +

h2

2!
y′′(x) +

h3

3!
y′′′(x) +⋯. 

از سایر عبارات   تیلور حفظ شوند و  اول سری  عبارت  این مجموع   نظرصرفاگر دو  آنگاه  شود 

اما اگر سه عبارت اول حفظ شوند، آنگاه    مرتبه اول نیست  یکوتا-چیزی جز روش اویلر یا روش رونگه

 .تقریب معادله چنین شکلی خواهد داشت

(7-18) yn+1 = yn + hf(xn, yn) +
h2

2!
f ′(xn, yn), 

,𝑓′(𝑥𝑛  کهطوری به  شودمیکوتا مرتبه دوم نامیده  -و روش رونگه 𝑦𝑛)  مشتق دوگانه تابع )مشتق

است. این بدان معنی است که مشتق مرتبه دوم که محاسبه آن با استفاده از  𝑥𝑛  ،𝑦𝑛دوم( در نقطه  

عوض   در  شود.  محاسبه  باید  است،  دشوار  بسیار  دیفرانسیل  دوم  -رونگهروش  معادله  مرتبه  کوتا 

 : شوده میزیر نوشت صورتبه

(7-19) yn+1 = yn + (
k1

2
+
k2

2
)h, 

𝑘1 در آنکه  = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)   و𝑘2 = 𝑓(𝑥𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛 + 𝑘1ℎ) .هستند 

𝑦𝑛 کهدرحالیمقدار نهایی است  𝑦𝑛+1اینجا  + 𝑘1ℎ .مقدار حدواسط است 

 . آید می به دستدر تقریب با رابطه زیر   واقعیخطای 

(7-20) E =
h2

2!
f(xn, yn) +

h3

3!
f ′(xn, yn) + ⋯, 

 باقیمانده از سری بسط تیلور نیست.   هایعبارت که چیزی جز 

 
1. Heun’s method 

2. Intermediate value 
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رونگه  :3مثال   روش  فرایند  -از  سینتیک  دیفرانسیل  معادله  حل  برای  دوم  مرتبه   صورت بهکوتا 

𝑑𝑦 𝑑𝑥⁄ = −𝑘𝑦2    با شرایط اولیه𝑦(𝑡 = 0) = 632 mol dm−3    هایزماندر   (𝑡  )3  ،6  ،9  ،12  ،

𝑘  کهطوری بهدقیقه استفاده کنید  21و  18، 15 = 78/1 × 10−5 dm3 min−1  .باشد 

𝑥 صورتبه اینجا شرایط اولیه  :حلراه = 𝑦و   0 =  .ارائه شده است 632

(7-21) 
dy

dx
= −ky2, 

 : کوتا برای معادله دیفرانسیل داریم-با استفاده از روش مرتبه دوم رونگه

(7-19) yn+1 = yn + (
k1

2
+
k2

2
)h, 

𝑘1  کهطوری به = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)   و𝑘2 = 𝑓(𝑥𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛 + 𝑘1ℎ)   اینکه به  توجه  𝑑𝑦)با 

𝑑𝑥
=

𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑘𝑦2) 

(7-22 ) k1 = f(x, y) =
dy

dx
= −78/1× 10−5(632)2 = −109/7, 

𝑥𝑛مشابه  صورتبه + ℎ = 0+ 3 = 𝑦𝑛و   3 + 𝑘1ℎ = 632+ (−10/7)3 = 67/610 

(7-23) k2 = f(3,67/610) = −78/1× 10−5(67/610)2 = −637/6. 
 . اندشده بندی جدول 3–7جدول بر این اساس، نتایج در ادامه در 

 
 سینتیکی هایدادهکوتا مرتبه دو برای حل – روش رونگه :3-7جدول  

x y k1 k2 x+h y+ k1h 

0 632 - 1094772/7  - 6379541/6  3 670/610  

3 38/611  - 6533481/6  - 2260079 /6  6 418/591  

6 06/592  - 2395114 /6  - 8512118/5  9 340/573  

9 92/573  - 8631061/5  - 1963557/5  12 334/556  

12 86/556  - 5197519/5  - 1963557/5  15 305/540  

15 79/540  - 2056907/5  - 9093698/4  18 173/525  

18 62/525  - 9176834 /4  - 6454985/4  21 865/510  

21 2/511  - 6529267 /4  - 4023266 /4  24 314 /497  

 



                                                                                                                             173 م: معادلات دیفرانسیل هفتفصل 
 

 

 

 کوتا مرتبه دو برای حل معادله دیفرانسیل معمولی–روش رونگه  :3-7شکل 

 

 (3–7شکل از ) عبارت استاولیه  شدهارائه تحلیلی معادله دیفرانسیل  جواب

(7-24) y =
1

kt + C
, 

 

𝑦(𝑡بر اساس بر شرایط اولیه  که = 0) = 𝐶مقدار 632 =  : است، بنابراین 632/1

(7-25) y =
1

kt + (632/1)
 , 

 .دهد می به دستکه نتایج مشابهی 
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 ی مرتبه سهکوتا-رونگه  روش   ˗2 ˗3  ˗7

- کوتا-. در روش رونگهشودمینیز شناخته    سهکوتا مرتبه  -تحت عنوان روش رونگه  3-کوتا-رونگه

، یک عبارت بیشتر از سری تیلور در محاسبات گنجانده شده  2-کوتا -، در مقایسه با روش رونگه3

ی مرتبه  کوتا-از رونگه  تردقتکماما    2-کوتا-از رونگه  ترقدقی  3-کوتا-است. در مقایسه روش رونگه

 .است چهار

(7-26) yn+1 = yn +
1
6
(k1 + 2k2 + k3)h 

آن   که 𝑘1  در  = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)  ،𝑘2 = 𝑓(𝑥𝑛 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑛 + 𝑘1ℎ 2⁄ 𝑘3و   ( = 𝑓(𝑥𝑛 +

ℎ, 𝑦𝑛 − 𝑘2ℎ + 2𝑘2ℎ)   .هستند 

 

 ی مرتبه چهارکوتا-رونگه  روش  ̠ 3  ˗3  ˗7

نام   به  روش حل   ترینمتداول،  شودمینیز شناخته    چهارمرتبه    یکوتا-رونگهروش  این روش که 

اول است.   دیفرانسیل مرتبه  این شیوه    نظرصرفمعادلات  اینکه  به زمان    تریندقیقاز  روش است، 

دارد.   نیاز  کمتری  رونگه  توانمی،  طورکلیبهمحاسباتی  نقط-فرمول  برای هر  را  مرتبه چهار  ه کوتا 

𝑦(𝑥 + ℎ) چنین نوشت : 

(7-27) yn+1 = yn +
1
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), 

آن  که 𝑘1  در  = ℎ𝑓(𝑥, 𝑦)  ،𝑘2 = ℎ𝑓(𝑥 +
ℎ

2
, 𝑦 +

𝑘1

2
   ،𝑘3 = ℎ𝑓(𝑥 +

ℎ

2
, 𝑦 +

𝑘2

2
و  (

𝑘4 = ℎ𝑓(𝑥 + ℎ, 𝑦 + 𝑘3)   .هستند 

رونگه   ی؛ هندس  نیانگیم  منظراز    نه  استدست آمده  ه  ب  تحلیلی  صورتبه کوتا  -در اصل روش 

 . دهدمیرا در محاسبات مدنظر قرار  𝑘𝑖که وزن هندسی   برسدبه نظر  شاید از شکل فرمول  چون

 

ℎ  معادله دیفرانسیل زیر را با اندازه گام  4کوتا مرتبه  -با کاربرد روش رونگه  :4مثال   =  حل کنید:   0.1

(7-28) (1+ x2)
dy

dx
+ xy = 0 , 

𝑦(0)در شرایطی که  =  باشد.  2

 

 :شودمی، نتیجه بازنویسیضمن  :حلراه

(7-29) 
dy

dx
=
−xy

1+ x2
 , 
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𝑦(0)با استفاده از مسئله مقدار اولیه،  = 𝑥، یعنی در  شودمینتیجه  2 = 𝑦مقدار   0 =  .است 2
𝑘1 = ℎ𝑓(𝑥, 𝑦) = 1/0𝑓(0,2) = 0 , 

𝑥مقدار   𝑘2برای   +
ℎ

2
= 0+ 0/1

2
= 𝑦است و مقدار   05/0 +

𝑘1

2
= 2+ 0

2
=  ، است. درنتیجه  2

 𝑘2 = ℎ𝑓(𝑥 +
ℎ

2
, 𝑦 +

𝑘1

2
) = 1/0𝑓(05/0, 2) = −010/0 , 

𝑥مقدار    𝑘3برای   +
ℎ

2
= 0+ 0/1

2
= مقدار    05/0 و  𝑦است  +

𝑘2

2
= 2+ −0/010

2
= 995/1 

 ، درنتیجه

 𝑘3 = ℎ𝑓(𝑥 +
ℎ

2
, 𝑦 +

𝑘2

2
) = 1/0𝑓(05/0,995/1) = −010/0 , 

𝑥مقدار    𝑘4برای   + ℎ = 0+ 𝑦و مقدار   1/0=1/0 + 𝑘3 = 2+ (−010/0) =  ، درنتیجه  1/990
𝑘4 = ℎ𝑓(𝑥 + ℎ, 𝑦 + 𝑘3)=1/0f(1/0,990/1)=-020/0 . 

ترسیمی نمایش داده    صورتبه  4–7شکل  و در    اندشده  بندیجدول  4–7جدول  سایر نتایج در  

 . اندشده
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 کوتا مرتبه دو برای حل معادله دیفرانسیل معمولی –روش رونگه :4-7شکل 

 

نیز   را  دوم  مرتبه  دیفرانسیل  از    توانمیمعادلات  استفاده  معادلات    هایروشبا  حل  عددی 

که   چنین    ازاینپیش دیفرانسیل  از  نمونه  یک  کرد.  حل  شدند،  فنر هایی معادلهارائه  معادله   ،

(.  1شود )قانون هوک ای است که در آن جسمی با جرم مشخص به انتهای فنر متصل می  کنندهارتعاش

𝐹صورت بهبا توجه به توضیح اخیر، نیروی بازگرداننده   = −𝑘𝑥     که در آن    شودمیبیان𝑘     ثابت فنر

𝐹است. همچنین با استفاده از قانون نیوتن،  = 𝑚𝑎   است که در آن𝑚     جرم جسم متصل شده به

ین روند  مشتق جابجایی فنر از موقعیت تعادل نوشت. ا  برحسبشتاب را    توانمیفنر است و در آن  

 دهد مییک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم را نتیجه 

(7-30 ) m
d2x

dt2
= −kx, 

 :شودمیو جواب عمومی توسط رابطه زیر ارائه 

(7-31) x(t) = c1 cosω t + c2 sinω t, 

 در آن که

𝜔 = √
𝑘

𝑚
 . 

 

 

 
1. Hooke’s law 
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 ، برای چنین معادلات دیفرانسیل مرتبه دومی

(7-32) m
d2y

dx2
+ n

dy

dx
+ ky = 0 , 

جدید    توانمی متغیر  یک  تعریف  را  zبا  معادلات  اول جفت  صورتبه،  مرتبه  معادله  شده دو 

 :به شکل زیر نوشت 1زمان هم

(7-33) 
dy

dx
= z = f(x, y, z) , 

 

(7-34 ) 
d2y

dx2
=
dz

dx
= g(x, y, z) , 

 :چنین بازنویسی نمود توانمیمعادله پیشین را  درنتیجه 

(7-35) m
dz

dx
+ nz + ky = 0 . 

،  4-کوتا-حل نمود. برای روش رونگه  4-کوتا-با روش اویلر یا روش رونگه  توانمیاین معادله را  

 : شوندمیزیر ارائه   صورتبه ضرایب مختلف 
𝑘0 = ℎ𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0),  𝑙0 = ℎ𝑔(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), 

𝑘1 = ℎ𝑓(𝑥0 +
ℎ

2
, 𝑦0 +

𝑘0
2
, 𝑧0 +

𝑙0
2
),  𝑙1 = ℎ𝑔(𝑥0 +

ℎ

2
, 𝑦0 +

𝑘0
2
, 𝑧0 +

𝑙0
2
), 

𝑘2 = ℎ𝑓(𝑥0 +
ℎ

2
, 𝑦0 +

𝑘1
2
, 𝑧0 +

𝑙1
2
),  𝑙2 = ℎ𝑔(𝑥0 +

ℎ

2
, 𝑦0 +

𝑘1
2
, 𝑧0 +

𝑙1
2
), 

𝑘3 = ℎ𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘2, 𝑧0 + 𝑙2),  𝑙1 = ℎ𝑔(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘2, 𝑧0 + 𝑙2), 

𝑦1 = 𝑦0 +
1
6
(𝑘0 + 2𝑘1 + 2𝑘2 + 𝑘3),  𝑧 = 𝑧0 +

1
6
(𝑙0 + 2𝑙1 + 2𝑙2 + 𝑙3). 

 

 

  

 
1. Simultaneous coupled first-order equations 
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متر دارد؛ در طول تا    5/0کیلوگرمی؛ که طول تعادلی معادل    2فنری متصل به یک جرم    :5مثال  

.  شودمیو سپس با سرعت اولیه صفر رها    شودمینیوتنی کشیده    6/25متر با یک نیروی    7/0اندازه  

 ثانیه بیابید.  7/0موقعیت جرم متصل را در 

 

 قانون هوک برای یک فنر.  : 5-7شکل 

 

  به دست زیر    صورتبه، جواب معادله دیفرانسیل مرتبه دوم از نوع فوق  شدهبیانهمچنان که    :حلراه

 : آیدمی

(7-30 ) 
 

m
d2x

dt2
= −kx. 

 ، با توجه به قانون هوک
𝑘 × (2/0)=6/25 , 
𝑘 = 128 . 

 :شودمیبا جایگذاری مقادیر جرم و ثابت فنر نتیجه 

(7-36) 2
d2x

dt2
+ 128x = 0 , 

 : از عبارت استتحلیلی حل شود، جواب عمومی  صورتبهاین معادله  کههنگامی

(7-31) x(t) = c1 cosωt + c2 sinωt, 

 

 

 

 ،در آن که
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𝜔 = √
128
2
= 8 . 

برای   اولیه  𝑥(𝑡شرایط  = 0) = داده شده است، یعنی    2/0 اولیه صفر  است، همچنین سرعت 

𝑥′(𝑡 = 0) = 𝑑𝑥یا   0 𝑑𝑡⁄ =  ، 31-7است. با جایگذاری شرایط اولیه در معادله  0

(7-37) x(0) = c1 cos 0+ c2 sin 0 = 2/0. 

𝑐1بنابراین  =  ، است. همچنین 0/2

(7-38) x′(t) = 8× c1 sin8 t + 8× c2 cos8 t. 

𝑡در  = 0 ، 

(7-39 ) x′(t = 0) = 8× c1 sin 0+ 8× c2 cos 0 = 0 , 

𝑐2که مقدار   =  : از عبارت است  شودمیبنابراین جوابی که حاصل ؛ دهدمیرا نتیجه  0

(7-40 ) x(t) = 0/2 cos8 t . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                                            181 م: معادلات دیفرانسیل هفتفصل 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 
7-

5: 
ش رونگه

رو
–

کوتا
–

4 
ل مرتبه دوم

ل معادله دیفرانسی
ی ح

برا
 

x
 

y
 

z 
k

0  
k

1  
k

2  
k

3  
l0  

l1  
l2

 
l3

 

0/0 
2000
/0

 
0000
/0

 
0000
/0

 
-

0640
/0

 
-

640
/0

 
-

1075
/0

 
-

2800
/1

 
-

2800
/1

 
-

0752
/1

 
-

8704
/0

 

1/0 
1394
/0

 
-

1435
/1

 
-

1143
/0

 
-

1590
/0

 
-

1407
/0

 
-

1527
/0

 
-

8922
/0

 
-

5263
/0

 
-

3836
/0

 
0080
/0

 

2/0 
-

0050
/0

 
-

5941
/1

 
-

1594
/0

 
-

1578
/0

 
-

1323
/0

 
-

1057
/0

 
0318
/0

 
5419
/0

 
5368
/0

 
8786
/0

 

3/0
 

-
1459
/0

 
-

0828
/1

 
-

1083
/0

 
-

0616
/0

 
-

0443
/0

 
0048
/0

 
9336
/0

 
2801
/1

 
1307
/1

 
2170
/1

 

4/0
 

-
1984
/0

 
0792
/0

 
0079
/0

 
0714
/0

 
0701
/0

 
1121
/0

 
2699
/1

 
2445
/1

 
0413
/1

 
8209
/0

 

5/0
 

-
1312
/0

 
1896
/1

 
1190
/0

 
1610
/0

 
1419
/0

 
1514
/0

 
8399
/0

 
4592
/0

 
3248
/0

 
-

0684
/0

 

6/0
 

0148
/0

 
5795
/1

 
1580
/0

 
1532
/0

 
1279
/0

 
0995
/0

 
-

0947
/0

 
-

6001
/0

 
-

5850
/0

 
-

9136
/0

 

7/0
 

1514
/0

 
0165
/1

 
1016
/0

 
0532
/0

 
0369
/0

 
-

0123
/0

 
-

9691
/0

 
-

2944
/1

 
-

1393
/1

 
-

2054
/1

 

8/0
 

1964
/0

 
-

1572
/0

 
-

0157
/0

 
-

0786
/0

 
-

0760
/0

 
-

1162
/0

 
-

2567
/1

 
-

2064
/1

 
-

0053
/1

 
-

7700
/0
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در    منظوربه جابجایی  𝑡یافتن  = 𝑥(7/0)=2/0ثانیه،    7/0 cos محاسبه   1551/0=(7/0×8)

رونگه  توانمیمشابه،    صورتبه.  شودمی روش  کاربرد  با  را  معادله  برای حل    شده معرفیکوتا  -این 

کاربرد روش فوق نمایش    5–7جدول  در    همچنان که  ( حل کرد  6–7شکل  معادلات دیفرانسیل )

 داده شده است.

 ازآنجاکه.  آید می  به دست  0/ 1514کوتا، نتیجه تقریبا  مشابهی برابر با  -رونگهبا استفاده از روش  

تقریبی هستند، ممکن است همواره جواب دقیق مشابه با روش تحلیلی حاصل نشود اما   ها روشاین 

برای یک مسئله مشخص جواب کاملا  نزدیک به مقدار حقیقی بر اساس پایداری الگوریتم قابل حصول  

 است.

 

 ی مرتبه چهار کوتا–با روش رونگه  شدهحل( )نوسانگر هماهنگحرکت هماهنگ فنر   :6-7شکل 
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 تمرین برای  هایی مسئله  ˗7 ˗4

1.   𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 𝑙𝑛

𝑦

𝑥
,  𝑦(3) = 𝑒, ℎ = 1/0  . 

2 .  𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 30𝑥2 −

8𝑦
3
,  𝑦(0) = 0,ℎ = 1/0   . 

3 .  𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑠𝑖𝑛( 𝑥 + 𝑦) − 𝑒𝑥,  𝑦(0) = 3, ℎ = 1/0  . 

4  .  𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 +
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 6𝑦 = 0,  𝑦(0) = 3, 𝑦′(0) = 1 . 

5˗   𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 20 𝑑𝑦
𝑑𝑥
+ 64𝑦 = 0,  𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 6/0 .   

 

 

 



 

 

 فصل هشتم 

 ی عدد یری گمشتق
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 مقدمه  ˗1 ˗8

به دست   را  )منحنی(  تابع  آن  بر منحنی مشتق  روی منحنی، شیب مماس  نقطه معین  برای یک 

مشخص اشاره دارد    اینقطهعددی به محاسبه مشتقات یک تابع مجهول در    گیریمشتقدهد.  می

  هاآنرای از نقاط داده ارائه شوند که تابع ب ایمجموعه. اگر  اندشدهزمانی که نقاط داده گسسته ارائه 

از آن نقاط برای تعیین مشتقات در هر    توانمیمعین هستند، آنگاه    ها دادهمشخص نیست، بلکه فقط  

عددی روشی برای یافتن مقدار عددی مشتق یک تابع    گیریمشتق یک از آن نقاط استفاده نمود.  

 زیر بیان نمود  صورتبه توانمی، مشتق را طورکلیبهمعین در یک نقطه مشخص است. 

(8-1) f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
, 

𝑥و  𝑥مانند  ) 𝑥اختلاف بین دو مقدار  ℎکه در آن  + ℎ.است ) 

 

 مماس بر منحنی.: 1-8شکل 

 

 (.1–8شکل ) شودمیمشتق شیب خطی است که از اتصال نقاط داده ایجاد 

(8-2) 
dy

dx
= f ′(x0) =

f(x1) − f(x0)

x1 − x0
=
y1 − y0
x1 − x0

, 

 ،طورکلیبه

(8-3) 
dy

dx
= f ′(xi) =

f(xi+1) − f(xi)

xi+1 − xi
=
yi+1 − yi
xi+1 − xi

 . 
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تفاضل   فرمول  روش  نامیده    1پیشرو این  نقطه    صورتبه.  شودمینیز  دو  اگر  ,𝑥0مشابه،  𝑦0    و

𝑥−1, 𝑦−1  در نظر گرفته شوند، آنگاه پسروباشند، یعنی نقاط : 

(8-4 ) 
dy

dx
= f ′(x0) =

f(x0) − f(x−1)

x0 − x−1
=
y0 − y−1

x0 − x−1
, 

 :زیر نوشته شود صورتبه  تواندمیکه 

(8-5) 
dy

dx
= f ′(xi) =

f(xi) − f(xi−1)

xi − xi−1
=
yi − yi−1

xi − xi−1
 . 

  𝑥0برای تعیین مشتق در    تریمتوازن  رویکردمعروف است. اگر    2پسرواین روش به فرمول تفاضل  

 ،طوری کهبه  نمودانتخاب را  پیشروو یک نقطه  پسرویک نقطه توان میشود،  اتخاذ

(8-6) 
dy

dx
= f ′(xi) =

f(xi+1) − f(xi−1)

xi+1 − xi−1
=
yi+1 − yi−1

xi+1 − xi−1
 , 

با استفاده از    توانمی. این فرمول را همچنین  شودمینامیده    3این روش فرمول تفاضل مرکزی  

  های شیوه  ترینسادهو مرکزی    پسرو،  پیشروتفاضل    هایفرمولبسط سری تیلور استخراج کرد. این  

نیستند، در چنین  ؛  تعیین مشتق در مورد حالت خط مستقیم هستند اما همواره خطوط مستقیم 

 .شود میبرای تعیین مشتق بکار برده   4درونیاب ایچندجمله مواردی 

 

 با استفاده از سری تیلور  گیریمشتق

 یک متغیر   برحسبالف. تقریب یک مشتق  

 :چنین نوشت  سادگیبه  توانمیبر مبنای مفاهیم حسابان )حساب دیفرانسیل و انتگرال( مشتق اول را  

 ( 1–الف8)
dy

dx
= f ′(x) = limh→0

f(h + h) − f(x)

h
, 

 :چنین نوشت توانمی، تقریب مشتق را ℎبرای یک مقدار محدود و متناهی از 

f ( 2–الف8) ′(x) =
f(h + h) − f(x)

h
+ ΔE, 

Δ𝐸   عمومی برای مشتق اول است. برای 5متناهی مقدار خطا است. این فرمول »فرمول تفاضل »

𝑥باید بسط سری تیلور مربوط به   Δ𝐸تخمین خطا   + ℎ   در مجاورت𝑥   زیر در نظر گرفت   صورت بهرا . 

 
1. Forward difference formula (FDF) 

2. Backward difference formula (BDF) 

3. Central difference formula (CDF) 

4. Interpolating polynomial 

5. Finite difference formula 
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f(x ( 3–الف8) + h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x) +

h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f (4)(x)

+ ⋯, 

 :زیر نیز نوشته شود صورتبه  تواندمیکه 

f (4–الف8) ′(x) =
f(x + h) − f(x)

h
−
h

2!
f ′′(x) −

h2

3!
f ′′′(x) −

h3

4!
f (4)(x) − ⋯, 

آمده    به دست(  4-دو عبارت اول در معادله )الف  جزبه  ها عبارت ( با حذف تمام  2-معادله )الف

 است.

𝑥و  𝑥در بالا مبتنی بر مقادیر  𝑥تقریب مشتق   کهازآنجایی + ℎ   است، این معادله فرمول تفاضل

 در نظر گرفت، با حذف )برش( جمله  ℎآن را تابعی از    توانمیکه    Δ𝐸  . در اینجاشودمینامیده    پیشرو

Δ𝐸روازاین. یابد می( کاهش 1-، به معادله )الف Δ𝐸  نامندمیرا خطای برش نیز . 

ΔE (5–الف8)  =
h

2
f ′′(x). 

𝑥( در مجاورت  3-مشابه اگر بسط سری تیلور )معادله الف  صورتبه − ℎ  نوشته شود آنگاه نتیجه

 : شودمی

f(x (6–الف8) − h) = f(x) − hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x) −

h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f (4)(x) + ⋯, 

 : آن را چنین نوشت توانمیکه 

f (7–الف8) ′(x) =
f(x) − f(x − h)

h
+
h

2!
f ′′(x) −

h2

3!
f ′′′(x) +

h3

4!
f (4)(x) − ⋯, 

 :شودمیدوباره تنها با حفظ دو جمله اول نتیجه زیر حاصل 

f (8–الف8) ′(x) =
f(x) − 𝒇(x − h)

h
+
h

2!
f ′′(x), 

 

 

 

 : است نمایشقابلکه به شکل زیر 

f (9–الف8) ′(x) =
f(x) − f(x − h)

h
+ ΔE, 

 است. یخطای برش Δ𝐸  که 

f (10–الف8) ′(x) ≈
f(x) − f(x − h)

h
, 
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خطای برش آن   Δ𝐸و   شودمی( شناخته BDF)  پسروتحت عنوان فرمول تفاضل   10-معادله الف

 شود میپیوسته است، اکنون فرض   𝑓′(𝑥)است. تا اینجا فرض شد که   5-است که مشابه معادله الف

𝑥حول نقاط   𝑓(𝑥)سری تیلور برای    ایجمله سه نیز پیوسته باشد. یک بسط    𝑓′′(𝑥)که   + ℎ  و

𝑥 − ℎ  ،زیر است  صورتبه، به ترتیب 

f(x ( 11–الف8) + h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x) +

h3

3!
f ′′′(ξ2), 

f(x ( 12–الف8) − h) = f(x) − hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x) −

h3

3!
f ′′′(ξ3), 

 شودمینتیجه  11-از الف 12-با تفریق معادله الف

f(x ( 13–الف8) + h) − f(x − h) = 2hf ′(x) +
h3

3!
[f ′′′(ξ2) + f

′′′(ξ3)], 

 دهد میکه ضمن نوآرایی نتیجه 

f (14–الف8) ′(x) =
f(x + h) − f(x − h)

2h
−
h2

12
[f ′′′(ξ2) + f

′′′(ξ3)]. 

 برابر است با 14-در معادله الف یبنابراین خطای برش

ΔE ( 15–الف8) = −
h2

12
[f ′′′(ξ2) + f

′′′(ξ3)], 

به   توجه  مفروض  با  1مقدار    𝑓′′′(𝑥)پیوستگی 
2
[𝑓′′′(𝜉2) + 𝑓

′′′(𝜉3)]    بین𝑓′′′(𝜉2)    و

𝑓′′′(𝜉3)  اگر  و با توجه به اینکه    قرار دارد𝑓    بر بازه[𝑎, 𝑏]    پیوسته و𝑥1  ،𝑥2  ،…    و𝑥𝑛   نقاط متمایزی

,𝑎]در  𝑏] ای مانند  باشند، آنگاه نقطه𝜂 ∈ [𝑎, 𝑏] ،وجود دارد به طوری که 

1
𝑛
∑𝑓(𝑥𝑖) = 𝑓(𝜂)

𝑛

𝑖=1

. 

 ،وجود دارد که برای آن 𝜉3و   𝜉2بین   𝜉یک مقدار  ی مقدار میانقضیه بر این اساس بر مبنای  

f ( 16–الف8) ′′′(ξ) =
1
2
[f ′′′(ξ2) + f

′′′(ξ3)], 

 ، درنتیجه

ΔE ( 17–الف8) = −
h2

6
f ′′′(ξ). 

Δ𝐸 خطای برش برای فرمول تفاضل مرکزی (CDF دو )14-بنابراین، معادله الف؛  است اینقطه  

 : شودمیزیر تبدیل  صورتبه
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f ( 18–الف8) ′(x) =
f(x + h) − f(x − h)

2h
−
h2

6
f ′′′(ξ), 

  هایتقریبمشابه، سایر    صورتبه تقریب مرتبه دوم مشتق اول است.    18-، معادله الفجهتازاین 

 با استفاده از بسط سری تیلور استخراج نمود: توانمیمراتب بالاتر مشتق را 

f (19–الف8) ′(x) ≈
f(x + h) − f(x − h)

2h
, 

 .شودمی( شناخته CDFتحت عنوان فرمول تفاضل مرکزی ) 19-فرمول الف

 

هستند که برای تقریب تابع    هاییایچندجمله برای    نمایش عمومی  یاب درون  های ای چندجمله 

𝑓(𝑥)   برای یافتن مشتق تابع    هاآنو سپس از    شوندمیاستفاده𝑓(𝑥)  مستقیم از    گیریمشتق، با

  یاب درون   ایچندجمله زیادی برای تخمین مشتق با استفاده از    هایراه.  شودمی، استفاده  ایچندجمله 

نیز   هاداده از    ایمجموعه برای تخمین مقادیر بین    یابیدرون از    توانمیوجود دارد. به همین شکل  

ابتدا   تعیین    شدهارائه  هایدادهمناسب برای    یابدرون   ایچندجملهاستفاده کرد. برای این منظور، 

انجام  شودمی برای  نوع    گیریمشتق.  نام یابدرون  ایچندجملهعددی، سه  به   ای چندجملههای،  ، 

برده    3لاگرانژ  یاب درون  ای چندجملهو    2استرلینگ   یابدرون  ایچندجمله،  1نیوتن  یابدرون  بکار 

 . شوندمی

 هستند آنگاه  فاصلههمنقاط داده  کههنگامی)الف( 

فرمول  1) برده    پیشرو  یابیدرون(  بکار  یافتن مشتق  برای  به    شودمینیوتن    های داده)نزدیک 

 ابتدای جدول(. 

فرمول  2) برده    پسرو  یابیدرون(  بکار  یافتن مشتق  برای  به    شودمینیوتن    های داده)نزدیک 

 انتهای جدول(. 

 مرکز جدول(.   هایداده)نزدیک به  شودمیبرای یافتن مشتق بکار برده   ( فرمول استرلینگ3)

 نیستند آنگاه  فاصلههمنقاط داده   کههنگامی)ب( 

 . شودمیبکار برده  4نیوتن  شدهتقسیمتفاضل  یابیدرون( فرمول 1) 

 . شودمیبرای یافتن مشتق بکار برده  لاگرانژ یابیدرون( فرمول 2) 

 
1. Newton’s interpolating polynomial 

2. Stirling’s polynomial 

3. Lagrange’s polynomial 

4. Newton’s divided difference interpolation formula 
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  1ریچاردسون  یابی بروناگر نقاط داده از یکدیگر بسیار دور باشند، برای یافتن مشتق از    کهدرحالی

 . شودمیاستفاده 

 

 نیوتن  پیشرو  یابدرون  ایچندجملهمشتقات با کاربرد   ˗2 ˗8

,𝑥]مقادیر    یابی درونبرای    نیوتن  پیشرو  یابیدرونفرمول   𝑦(𝑥)]   نزدیک به بخش ابتدایی مجموعه

,𝑥𝑖)  ها دادهمقادیر  𝑦(𝑥𝑖))   2گِریگوری -نیوتن )که فرمول نیوتن یابی درون . فرمول شودمیبکار برده 

 :شودمیزیر ارائه  صورتبه( شودمینیز نامیده 

(8-7) 
y ≡ y0 + pΔy0 +

p(p − 1)
2!

Δ2y0 +
p(p − 1)(p − 2)

3!
Δ3y0

+
p(p − 1)(p − 2)(p − 3)

4!
Δ4y0  + ⋯, 

𝑝  در آن  که =
𝑥−𝑥0

ℎ
 𝑦تفاوت بین دو مقدار    Δ𝑦0است.    هادادهاولین مقدار مجموعه    𝑦0است،    

است و به همین ترتیب برای سایر جملات    Δ𝑦0تفاوت بین دو مقدار    Δ2𝑦0  که درحالیمتوالی است  

 . شوندمیمقادیر از تفاضل مقادیر گام قبل محاسبه 

 :شودمیمشتق گرفته  𝑝نسبت به  𝑦برای یافتن مشتق، از تابع  

(8-8) 

dy

dp
≡ Δy0 +

2p − 𝟏
2!

Δ2y0 +
3p2 − 6p + 2

3!
Δ3y0

+
4p3 − 18p2 + 22p − 6

4!
Δ4y0 +⋯, 

 : نوشت توانمیهمچنین 

(8-9 ) 
dy

dx
=
dy

dp

dp

dx
 , 

𝑑𝑝  از آنجا کهو 

𝑑𝑥
=

1
ℎ

  ، 

(8-10) 

dy

dx
=

1
h
[Δy0 +

2p − 1
2!

Δ2y0 +
3p2 − 6p + 2

3!
Δ3y0

+
4p3 − 18p2 + 22p − 6

4!
Δ4y0 +⋯] . 

𝑥در  = 𝑥0 مقدار ،𝑝 =  درنتیجه است  0

(8-11) 
dy

dx
|
x=x0

=
1
h
[Δy0 −

Δ2y0
2
+
Δ3y0
3
−
Δ4y0
4
+⋯] , 

 
1. Richardson extrapolation 

2. Newton-Gregory formula 
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 مشابه  طوربه

(8-12) 
d2y

dx2
=
d

dx
(
dy

dx
) =

d

dp
(
dy

dx
) ⋅
dp

dx
 , 

 

(8-13) 
d2y

dx2
|
x=x0

=
1
h2
[Δ2y0 − Δ

3y0 +
11
12
Δ4y0 −

5
6
Δ5y0 +⋯] . 

داده   قرار  صفر  با  برابر  مشتق  مقدار  تابع،  یک  کمینه  و  بیشینه  مقدار  یافتن   شود میبرای 

  (𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0.) 

1مقدار   ℎ ≠ ، یک معادله  10–8)از جملات مرتبه بالاتر در معادله    نظرصرفبا    روازایناست،    ⁄0

 : آیدمی به دستدرجه دو به شکل زیر 

(8-14) a + bp + cp2 = 0 , 

𝑦تابع   هایبیشینه /هاکمینه  𝑝حل این معادله برای   = 𝑓(𝑥)  را در𝑥 = 𝑥0 + ℎ دهدمی به دست . 

 

𝑑𝑦مشتق  : 1مثال   𝑑𝑥⁄   را در𝑥 =  آورید.  به دست شدهارائه هایدادهبا استفاده از  1

 

x 1 2 3 4 5 6 

y -2 5 14 25 38 53 

 

)مقادیر    فاصلههم  هادادهچون    :حلراه در  𝑥هستند  باید  مشتق  و  دارند(  از هم  یکسان  فاصله  ها 

𝑥ابتدای جدول یافته تعیین شود )در   های داده = نیوتن بکار برده    پیشرو یابدرون  ایچندجمله(،  1

 نمود. بندیجدول 1–8جدول در ادامه در  توانمیرا  شدهارائه . نقاط داده شودمی
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 نیوتن  پیشروتفاضل  یاب درونفرمول  : 1-8جدول 

x y y0 2y0 3y0 4y0 

0 -7     

  5    

1 -2  2   

  7  0  

2 5  2  0 
  9  0  

3 14  2  0 
  11  0  

4 25  2  0 
  13  0  

5 38  2   

  15    

6 53     

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑥=𝑥0

=
1
ℎ
[Δ𝑦0 −

Δ2𝑦0
2
+
Δ3𝑦0
3
−
Δ4𝑦0
4
+⋯] ,

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑥=1
=

1
1
[7−

2
2
+

0
3
] ,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑥=1

= 6 . 
منحنی    شدهارائه  هایداده  توانمی برازش  روش  از  استفاده  با  معادله    نمود  یابی درونرا  و 

𝑦را به شکل    هادادهعمومی برای این    ایچندجمله  = 𝑥2 + 4𝑥 − آورد که مشتق آن    به دست  7

′𝑦به شکل   = 2𝑥 + 𝑦′(1)آمده است )  به دستاست، یعنی همان جواب    4 = 2× 1+ 4 = 6.) 

 

 : اندشدهیک واکنش مرتبه اول به شرح زیر ارائه   هایداده:  2مثال 

t/s 0 200 400 600 800 1000 1200 

ln[A] 25/0  223/0  198/0  174/0  152/0  134 /0  12/0  

𝑑𝑦شیب  𝑑𝑥⁄   را که ثابت سرعت در𝑡 = 200 s  بیابید. دهد می به دسترا ، 

 زیر است  صورتبهشده  گیریانتگرال برای واکنش مرتبه اول، رابطه سرعت  :حلراه

(8-15) ln
[At]

[A0]
= −kt, 

]𝑙𝑛دهد که نموداری بین    به دستثابت سرعت را    تواندمیشیب هنگامی   𝐴]   و𝑡  .ترسیم شود

𝑡مشتق باید در ابتدای جدول مشاهدات )   ازآنجاکه = 200 s  پیشرو  یابیدرون ( تعیین شود، فرمول  

–8جدول ) شودمینیوتن ساخته  پیشروو جدول ایجاد تفاضل   شودمینیوتن برای مشتق بکار برده 

2.) 
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 سینتیکی   هایدادهنیوتن برای   پیشروفرمول تفاضل  :2- 8جدول 

x [A] y=ln[A] y0 2y0 3y0 4y0 5y0 6y0 

0 25/0  - 386/1        
   - 114/0       

200 223/0  - 500/1  
 

- 004/0      
   - 118/0   - 005/0     

400 198/0  - 619/1   - 010/0   010/0    
   - 129/0   004 /0   - 0007/0   

600 174/0  - 748/1   - 005/0   010/0   - 0200/0  

   - 135/0   015/0   - 0192/0   

800 152/0  - 883/1   009/0   - 008/0    
   - 126/0   006 /0     

1000 134 /0  - 009/2   015/0      
   - 110/0       

1200 12/0  - 120/2        

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑡=200

=
1

200
[−0/118-

(-0/010)
2

+
0/004
3
-
0/010
4
+
(-0/01929)

5
], 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑡=200

= −0/0005825. 

𝑘200بنابراین،   = 0/0005825 s-1 .است 

اساس    جواببا   بر  سرعت  شدهارائه  هایدادهتحلیلی  ثابت   ،𝑘200 = 0/000650 s-1   دست  به 

 آمده است.  به دستعددی  گیریمشتق است که از  اینتیجهکه تقریبا  مشابه  آید می 

عددی وجود دارد زیرا   هایروشاز    به دستهمواره مقداری تفاوت بین پاسخ تحلیلی و پاسخ  

 تقریبی هستند.  هایی روشعددی،  هایروش
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 نیوتن  پسرو  یابدرون  ایچندجملهمشتقات با کاربرد   ˗3 ˗8

نقطه   مشتق  جدول    ایدادهاگر  انتهای  به  نزدیک  شود  زده  تخمین  باید  آنگاه    هادادهکه  باشد، 

 :از عبارت استکه   شودمینیوتن بکار برده  پسرو  یابدرون  ایچندجمله 

(8-16) 
y ≡ yn + p∇yn +

p(p + 1)
2!

∇2yn +
p(p + 1)(p + 2)

3!
∇3yn

+
p(p + 1)(p + 2)(p + 3)

4!
∇4yn +⋯, 

𝑝  که =
𝑥−𝑥𝑛

ℎ
𝑦∇است.    هادادهآخرین مقدار مجموعه    𝑦𝑛است،    

𝑛
متوالی  𝑦تفاوت بین دو مقدار    

𝑦∇تفاوت بین دو مقدار  2𝑦𝑛∇  کهدرحالیاست 
𝑛

است و به همین ترتیب برای سایر جملات مقادیر   

 . شوندمیاز تفاضل مقادیر گام قبل محاسبه 

 شودمیمشتق گرفته  𝑝نسبت به  𝑦برای یافتن مشتق، از تابع  

d

dp
≡ ∇yn +

2p + 1
2!

∇2yn +
3p2 + 6p + 2

3!
∇3yn +

4p3 + 18p2 + 22p + 6
4!

∇4yn +⋯ 

 نوشت  توانمیهمچنین 

(8-9 ) 
dy

dx
=
dy

dp

dp

dx
 , 

𝑑𝑝  آنجا کهاز و 

𝑑𝑥
=

1
ℎ

 بنابراین  

(8-17) 

dy

dx
=

1
h
[∇yn +

2p − 1
2!

∇2yn +
3p2 + 6p + 2

3!
∇3yn

+
4p3 + 18p2 + 22p + 6

4!
∇4yn +⋯]. 

𝑥در  = 𝑥𝑛 مقدار ،𝑝 =  درنتیجه است  0

(8-18) 
dy

dx
]
x=xn

=
1
h
[∇𝒚n +

∇2yn
2
+
∇3yn
3
+
∇4yn
4
+⋯], 

 و

(8-12) 
d2y

dx2
=
d

dx
(
dy

dx
) =

d

dp
(
dy

dx
) ⋅
dp

dx
 . 

 ،مشابه طوربه

(8-19) 
d2y

dx2
]
x=xn

=
1
h2
[∇2yn + ∇

3yn +
11
12
∇4yn +

5
6
∇5yn +⋯] . 

𝑑𝑦)  شودمیبرای یافتن مقدار بیشینه و کمینه یک تابع، مقدار مشتق برابر با صفر قرار داده 

𝑑𝑥
= 0 .) 
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𝑑𝑦مشتق   :3مثال   𝑑𝑥⁄   در𝑥 =  زیر محاسبه کنید:  های دادهرا از  1/5

 

x 1 1/1  2/1  3/1  4/1  5/1  6/1  

y 989/7  403/8  781/8  129/9  451/9  750/9  031/10  

 

انتهای جدول    :حلراه   پسرو تفاضل    ایچندجملهمحاسبه شود،    ها دادهچون لازم است مشتق در 

 (. 18–8))معادله  شودمی( برای محاسبه مشتق بکار برده  3–8جدول نیوتن )

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑥=𝑥𝑛

=
1
ℎ
[𝛻𝑦𝑛 +

𝛻2𝑦𝑛
2
+
𝛻3𝑦𝑛
3
+
𝛻4𝑦𝑛
4
+⋯], 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑥=1.5

=
1

0/1
[0/299 +

(−0/023)
2

+
0/03
3
+
(−0/001)

4
+

0/001
5
],

 𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑥=1.5

= 2/884. 
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 نیوتن برای محاسبه مشتق  یابی تفاضل پسروفرمول درون  :3-8جدول 

x y yn 2yn 3yn 4yn 5yn 6yn 

1 989/7        

  414 /0       

1/1  403/8   - 036/0      

  378/0   006 /0     

2/1  781/8   - 03/0   - 002/0    

  348/0   004 /0   001/0   

3/1  129/9   - 026/0   - 001/0   002/0  

  322/0   003 /0   003 /0   

4/1  451/9   - 023/0   002/0    

  299/0   005/0     

5/1  750/9   - 018/0      

  281/0       

6/1  031/10        

 

 

𝑡مشتق در  2مثال   هایدادهبا استفاده از  : 4مثال   = 1000𝑠  .را محاسبه کنید 

 

نیوتن   پسروتفاضل    ایچندجمله محاسبه شود، از    4–8جدول  چون مشتق باید در انتهای    :حلراه

 . شودمیاستفاده 

 : زیر صورتبهنیوتن  پسرو یابدرون ایچندجمله با استفاده از 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑡=1000

=
1

200
[−0/126+

0/009
2
+

0/015
3
+

0/010
4
+

0/0007
5
]

 𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑡=1000

= −0/0005680 

𝑘1000  درنتیجه = 0/0005680 𝑠−1 .است 
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 یابی تفاضل پسرو نیوتن. فرمول درون :4- 8جدول 

t=x [A] y=ln[A] yn 2yn 3yn 4yn 5yn 6yn 

0 25/0  - 386/1        

   - 114/0       

200 223/0  - 500/1   - 004/0      

   - 118/0   - 005/0     

400 198/0  - 619/1   - 010/0   010/0    

   - 129/0   004 /0   0007/0   

600 174/0  - 748/1   - 005/0   010/0   - 0200/0  

   - 135/0   015/0   - 0192/0   

800 152/0  - 883/1   009/0   - 008/0    

   - 126/0   006 /0     

1000 134 /0  - 009/2   015/0      

   - 110/0       

1200 12/0  - 120/2        

 

 

 استرلینگ یابدرون  ایچندجملهمشتقات با کاربرد  ˗4 ˗8

میانگین استرلینگ  محاسبه   گاوس  پسروو    پیشرو  یابیدرون توسط    آمدهدستبهمقادیر    فرمول   را 

1−. شرط استفاده از فرمول استرلینگ نمایدمی  2 < 𝑝 < 1   صورت بهاست. فرمول استرلینگ    ⁄⁄2

 .شودمیزیر ارائه 

(8-20) 

y = y0 + p(
Δy0 + Δy−1

2
) +

p2

2!
Δ2y−1 +

p(p2 − 1)
3!

(
Δ3y−1 + Δ

3y−2
2

)

+
p2(p2 − 1)

4!
Δ4y−2

+
p(p2 − 1)(p2 − 22)

5!
(
Δ5y−3 + Δ

5y−2
2

) + ⋯, 

𝑝 در آن که =
𝑥−𝑥0

ℎ
 است. 

 ،داریم 𝑝از معادله بالا نسبت به   گیریمشتقبا 
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(8-21) 

dy

dp
= (
Δy0 + Δy−1

2
) + pΔ2y−1 +

3p2 − 1
3!

(
Δ3y−1 + Δ

3y−2

2
)

+
4p3 − 2p

4!
Δ4y−2 +⋯ 

 ،از آنجا که

(8-9 ) 
dy

dx
=
dy

dp

dp

dx
 

𝑑𝑝و  

𝑑𝑥
=

1
ℎ

 ،داریم 

(8-22 ) 

dy

dx
=

1
h
[(
Δy0 + Δy−1

2
) + pΔ2y−1 +

3p2 − 1
3!

(
Δ3y−1 + Δ

3y−2

2
)

+
4p3 − 2p

4!
Δ4y−2 +⋯]. 

𝑥در  = 𝑥0   مقدار𝑝 =  .است 0

(8-23) 

dy

dx
|
x=x0

=
1
h
[(
Δy0 + Δy−1

2
) −

1
6
(
Δ3y−1 + Δ

3y−2

2
)

+
1
30
(
Δ5y−2 + Δ

5y−3

2
) −⋯], 

 مشابه طوربهو 

(8-24) 
d2y

dx2
|
x=x0

=
1
h2
[Δ2y−1 −

1
12
Δ4y−2 +

1
90
Δ6y−3 −⋯]. 

 

𝑑𝑦مشتق   :5مثال  𝑑𝑥⁄   در𝑥 =  را بیابید.  3/0

 ای چندجملهجدول تعیین شود،    هایدادهچون در این مثال، لازم است مشتق در بخش میانی    :حلراه

 (.23– 8)( استفاده خواهد شد )معادله 5–8جدول استرلینگ ) یابیدرون

 

x 0 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  

y 4 044/4  016/4  916/3  744 /3  5/3  184/3  

𝑥مربوط به  𝛥𝑛𝑦0در این جدول مقادیر   =  . اندشدهنشان داده  چینخط توسط  3/0
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑥=𝑥0

=
1
ℎ
[(
Δ𝑦0 + Δ𝑦−1

2
) −

1
6
(
Δ3𝑦−1 + Δ

3𝑦−2

2
) +

1
30
(
Δ5𝑦−2 + Δ

5𝑦−3
2

) − ⋯], 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑥=0.3

=
1
0/1
[(
-172/0+(-1/0)

2
) -

1
6
(
44/4×10-16+44/4×10-16

2
) , 

+
1
30
(
−88/8×10-16+(-77/1×10-15)

2
)] 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑥=0.3

= −36/1 . 
 

 

 

 استرلینگ برای تعیین مشتق  یابیدرونفرمول  :5- 8جدول 

x y 1y0 2y0 3y0 4y0 5y0 6y0 

0 4       
  044/0       

1/0  044/4   - 072/0      
  - 028/0   - 332/1 E-15    

2/0  016/4   - 072/0   776/1 E-15   
  - 1/0   44 /4 E-16  - 77/1 E-15  

3/0  916/3   - 072/0   0  88/8 E-16 

  - 172/0   44 /4 E-16  - 88/8 E-16  

4/0  744 /3   - 072/0   - 88/8 E-16   
  - 244 /0   - 44 /4 E-16    

5/0  5/3   - 072/0      
  - 316/0       

6/0  184/3        

 

 

 پذیربرگشتبرای واکنش   :6مثال  
𝐴 ↔ 𝐵  

 زیر است: صورتبه  𝐴سرعت تغییر 

Time (h) 0 1 2 3 4 ∞ 

%A 100 5/72  8/56  6/45  5/39  30 

𝑙𝑛واکنش از سینتیک مرتبه اول با رابطه   (
𝐴−𝐴𝑒𝑞

𝐴0−𝐴𝑒𝑞
) = −(𝑘1 + 𝑘−1) ⋅ 𝑡   که    کند میپیروی

آن   زمان    هایغلظت 𝐴و    𝐴𝑒𝑞در  هر  در  غلظت  و  واکنش   𝑡تعادلی  دو  هر  ثابت سرعت  هستند. 

 و ثابت تعادل را محاسبه کنید. وبرگشترفت
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مثال،    :حلراه این  در  غلظت    هادادهچون  لگاریتمی    اندشدهداده   𝐴برای  عبارت  به   صورت بهو 

𝑙𝑛 (
𝐴−𝐴𝑒𝑞

𝐴0−𝐴𝑒𝑞
این عبارت در   برحسب  هادادهعددی،    گیریمشتق قبل از اعمال روش    ،نیاز است  (

 . شوندمیمحاسبه  6–8جدول 

 
 استرلینگ برای تعیین مشتق   یابیدرونفرمول : 6-8جدول 

 ∞ 0 1 2 3 4 (h) زمان

%A 100 5/72  8/56  6/45  5/39  30 

𝑙𝑛 (
𝐴 − 𝐴𝑒𝑞

𝐴0 − 𝐴𝑒𝑞
) 0 - 4992 /0  - 9597/0  - 5005/1  - 9951/1  - 

 

چون هیچ نقطه مشخصی برای محاسبه مشتق ارائه نشده است، مشتق در بازه میانی محاسبه  

𝑡  ساعت  2  هایبازه. با محاسبه مشتق در  شودمی = 2ℎ    استرلینگ    ایچندجمله با استفاده از روش

ℎ به صورت راهمان فاصله نقاط  توانمی(،  7–8جدول ) = 1h :مجسم نمود 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑡=2ℎ

=
1
ℎ
[(
Δ𝑦0 + Δ𝑦−1

2
) −

1
6
(
Δ3𝑦−1 + Δ

3𝑦−2

2
) +⋯], 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
=2ℎ

=
1
1
[(
-4605/0+(-5409/0)

2
) -

1
6
(
-1191/0+1267/0

2
)], 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
𝑡=2ℎ

= −5013/0 . 

 سینتیکی هایدادهاسترلینگ برای   یابیدرونفرمول  :7- 8جدول 

xi yi 1y 2y 3y 4y 

0 0000 /0      

  - 4992 /0     

1 - 4992 /0   0387/0    

  - 4605 /0   - 1191/0   

2 - 9597/0   - 0804/0   2458/0  

  - 5409 /0   1267/0   

3 - 5006/1   0463/0    

  - 4945 /0     

4 - 9951/1      

 . آیدمی به دست 0/4991−  برابر با ترسیمی صورتبهمقدار شیب  که
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قابل حصول   نهایتبیهمچنین با توجه به اینکه غلظت تعادلی پس از رسیدن به تعادل، در زمان  

 است 

𝐾 =
𝑘1
𝑘−1

=
[𝐵𝑒𝑞]

[𝐴𝑒𝑞]
=

70
30
= 333/2, 

 .شودمیبنابراین با جایگذاری مقادیر معلوم در رابطه، نتیجه 

   . 𝑘1 = 0/3506 ℎ−1     ، 𝑘−1 = 0/1502 ℎ−1 
 

 

را    های مرتبه  های مشتق  نمود.    گیریمشتقبا    توانمیبالاتر  تعیین  قبلی  مشتقات  از  متوالی 

  تر دقیقنیوتن    ایچندجملهدر مقایسه با    استرلینگ  ایچندجمله عددی با استفاده از    گیریمشتق 

  شده تقسیمتفاضل    ایچندجمله ،  اند شدهنامساوی توزیع    هایفاصله نقاط عموما  با    کههنگامیاست.  

 . شودمیبکار برده  2لاگرانژ ایچندجمله و  1نیوتن 

 

 نیوتن  شدهتقسیمتفاضل    ایچندجمله  ˗5 ˗8

(، آنگاه  اندنشده یکسان توزیع    هایبازهفاصله بین نقاط داده با هم برابر نیستند )نقاط در    کههنگامی

 از  عبارت استکه   شودمیاستفاده  3نیوتن  شدهتقسیمتفاضل  یابیدرونفرمول 

(8-25) f(𝑥) = f(𝑥0) + (𝑥 − 𝑥0)f[𝑥0, 𝑥1] + (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)f[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] 
  +(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)f[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] + ⋯. 

,𝑓[𝑥0 که 𝑥1] =
𝑦1−𝑦0

𝑥1−𝑥0
 

,𝑓[𝑥0مشابه  صورتبهو  𝑥1, 𝑥2] =
𝑓[𝑥1,𝑥2]−𝑓[𝑥0,𝑥1]

𝑥2−𝑥1
.  شودمیمشتق گرفته     𝑥سپس برای یافتن مشتق در یک نقطه معین از معادله اخیر نسبت به   

  ای دادهنقاط    یابی درون نیز برای    لاگرانژ  ایچندجملهنیوتن،    شدهتقسیمتفاضل    ایچندجمله   جزبه

 .شودمینابرابر قرار دارند، استفاده  هایفاصلهکه در 

  

 
1. Newton’s divided difference polynomial 

2. Lagrange’s polynomial 

3. Newton’s divided difference interpolation formula 
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𝑑𝑦،  شدهارائه هایدادهبا استفاده از  :7مثال  𝑑𝑥⁄  را در𝑥 =  برآورد نمایید.  6

x 0 2 3 4 7 9 

y 4 26 58 112 466 922 

جدول  نیوتن )  شدهتقسیم، جدول تفاضل  اندشدهنامساوی توزیع    هایفاصلهچون نقاط داده با    :حلراه

 .شودمیایجاد  یابیدرون( برای 8–8

 :داریم (25–8) استفاده از رابطهبا 
𝑓(𝑥) = 4+ (𝑥 − 0) × 11+ 𝑥(𝑥 − 2) × 7+ 𝑥(𝑥 − 2)(𝑥 − 3) × 1 , 
𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 2𝑥2 + 3𝑥 + 4 , 
𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 + 4𝑥 + 3 , 
𝑓′(𝑥)|𝑥=6 = 108+ 24+ 3 = 135 . 

 یابی شده نیوتن برای درونفرمول تفاضل تقسیم :8- 8جدول 

x y f[x0,x1] f[x0,x1,x2] f[x0,x1,x2,x3] f[x0,x1,x2,x3,x4] 

0 4     

  26− 4
2− 0

= 11    

2 26  
32− 11
3− 0

= 11   

  58 − 26
3 − 2

= 32  11− 7
4− 0

= 1  

3 58  
54− 32
4− 2

= 11  0 

  112− 58
4− 3

= 54  16− 11
7− 2

= 1  

4 112  
118− 54
7 − 3

= 16  0 

  466− 112
7 − 4

= 118  22 − 16
9 − 3

= 1  

7 466  
278− 118

9− 4
= 22   

  922 − 466
9 − 7

= 28    

9 922     
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 لاگرانژ  ایچندجمله  ˗6 ˗8

,𝑥0  شدهارائهاز نقاط داده    ایمجموعه برای   𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛    یابدرون  ایچندجمله نیستند،    فاصلههمکه  

,𝑥0)لاگرانژ برای نقاط   𝑦0)  ،(𝑥1, 𝑦1) ،⋯  ،(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) شود میزیر ارائه  صورتبه 

(8-26) 
Pn(x) =∑Li(x)f(xi)

i=n

i=0

= L0(x)f(x0) + L1(x)f(x1) + L2(x)f(x2) + ⋯
+ Ln(x)f(xn). 

 کهبه طوریرا تقریب میزند، دلالت می نماید  𝑓(𝑥)م که تابع اnُ ای مرتبه  بر چندجمله 𝑃𝑛(𝑥) که

𝐿𝑖(𝑥) =∏
𝑥 − 𝑥𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

𝑛

𝑗=0
𝑖≠𝑗

. 

𝐿𝑖(𝑥)    یک تابع وزنی شامل𝑛 − 𝑗جمله است که در آن جمله    1 = 𝑖  .به عنوان   حذف شده است

جمله چند  نقاط  نمونه  از  که  دوم  مرتبه  لاگرانژ  ,𝑥0)ای  𝑦0)  ،(𝑥1, 𝑦1)    و(𝑥2, 𝑦2)  می کند  عبور 

 عبارتست از

(8-27) 
P2(x) =

(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)( 0 − x2)
f(x0) +

(x − x0)(x − x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
f(x1)

+
(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
f(x2). 

 نوشت توانمی، روازاین است؛  لاگرانژ ایچندجملهمشتق تابع، همان مشتق 

(8-28) f ′(x) = P2
′(x) = L′(x0)f(x0) + L

′(x1)f(x1) + L
′(x2)f(x2), 

 

(8-29) 
f ′(x) ≈

2− x1 − x2
(x0 − x1)(x0 − x2)

f(x0) +
2x − x0 − x2

(x1 − x0)(x1 − x2)
f(x1)

+
2x − x0 − x1

(x2 − x0)(x2 − x1)
f(x2), 

 ، 𝑥0بنابراین برای یافتن مشتق در 

(8-30 ) 
f ′(x) ≈

2x0 − x1 − x2
(x0 − x1 )(x0 − x2 )

f(x0) +
x0 − x2

(x1 − x0)(x1 − x2)
f(x1)

+
x0 − x1

(x2 − x0)(x2 − x1)
f(x2). 

𝑥0  کهنحوی بهدر نظر گرفته شوند  پیشرواگر نقاط تفاضل   = 𝑥  ،𝑥1 = 𝑥 + ℎ   و𝑥2 = 𝑥 + 2ℎ: 

(8-31) f ′(x) ≈
−3
2h
f(x0) +

4
2h
f(x1) −

1
2h
f(x2), 
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 .آن را چنین نیز نوشت  توانمیکه 

(8-32) f ′(x) ≈
−3f(x) + 4f(x + h) − f(x + 2h)

2h
. 

 . شودمیشناخته  1ای نقطه سه  پیشرواین رابطه به نام فرمول تفاضل  

به  فرمول کلی زیر    درنتیجهنوشت که    از معادله  مجدد  گیریمشتقبا    توانمیمشتق دوم را نیز  

 : آید می دست

(8-33) f ′′(xi) ≈
1
h2
[f(xi+1) − 2f(xi) + f(xi−1)]. 

اُم است. اگر چهار iبرای یافتن مشتق در موقعیت    اینقطه سه    پیشرورابطه بالا فرمول تفاضل  

,𝑥0نقطه   𝑥1, 𝑥2, 𝑥3    زیر تعیین    به شکل  تواندمیمشابه، مشتق دوم نیز    طوربهانتخاب شوند، آنگاه

 .شود

(8-34 ) 

f ′′(x) ≈ P3
′′(x) =

2[(x − x1) + (x − x2) + (x − x3)]
(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)

f(x0)

+
2[(x − x0) + (x − x2) + (x − x3)]
(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3)

f(x1)

+
2[(x − x0) + (x − x1) + (x − x3)]
(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3)

f(x2)

+
2[(x − x0) + (x − x1) + (x − x2)]
(x3 − x0)(x3 − x1)(x3 − x2)

f(x3), 

 : زیر صورتبه پیشرو  هایتفاضلبا در نظر گرفتن 

𝑥0 = 𝑥   ،𝑥1 = 𝑥 + ℎ  ،𝑥2 = 𝑥 + 2ℎ   و𝑥3 = 𝑥 + 3ℎ نتیجه می شود. 

(8-35) f ′′(x) ≈
2f(x) − 5f(x + h) + 4f(x + 2h) − f(x + 3h)

h2
. 

 . شودمیبرای مشتق دوم نامیده  اینقطه چهار  پیشروفرمول اخیر فرمول تفاضل 

 

𝑥(، مشتق را در  9–8جدول  )  شدهارائه  هایدادهبر اساس    :8مثال   =  ای چندجمله با استفاده از    5

 بیابید.  لاگرانژ

 

 

 

 
1. Three-point forward difference formula (FDF) 
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 فاصله همنقاط داده غیر  یابی درونبرای   لاگرانژ ایچندجمله :9- 8جدول 

N 0 1 2 3 

xn -1 1 4 7 

yn=f(xn) -2 0 63 342 

 

 یابی را می توان چنین نوشتچند جمله ای لاگرانژ برای دورن راه حل:

(8-36) P2(x) = L0(x)f(x0) + L1(x)f(x1) + L2(x)f(x2) + L3(x)f(x3), 

 

 ،که

𝐿0(𝑥) =
(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)

(𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥2)(𝑥0 − 𝑥3)
=
−1
80
(𝑥3 − 12𝑥2 + 39𝑥 − 28), 

𝐿1(𝑥) =
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)

(𝑥1 − 𝑥0)(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥0 − 𝑥3)
=

1
36
(𝑥3 − 10𝑥2 + 17𝑥 + 28), 

𝐿2(𝑥) =
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥3)

(𝑥2 − 𝑥0)(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 − 𝑥3)
=
−1
45
(𝑥3 − 7𝑥2 − 𝑥 + 7), 

𝐿3(𝑥) =
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)

(𝑥3 − 𝑥0)(𝑥3 − 𝑥1)(𝑥3 − 𝑥2)
=

1
144
(𝑥3 − 4𝑥2 − 𝑥 + 4). 

,𝑥𝑛)با جایگذاری مقادیر   𝑦𝑛)می توان نوشت ،: 

(8-37) 

P3(x) =
−1
80
(x3 − 12x2 + 39x − 28)(−2)

+
1
36
(x3 − 10x2 + 17x + 28)(0)

+
−1
45
(x3 − 7x2 − x + 7)(63)

+
1

144
(x3 − 4x2 − x + 4)(342), 

(8-38) P3(x) = x
3 − 1 , 

(8-39 ) P3
′(x) = 3x2 , 

 P3
′(5) = 3× 52 = 75 .
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𝑑𝑃  برای گاز واندروالس مشتق شدهارائه هایدادهبا استفاده از  : 9مثال   𝑑𝑉⁄  .را بیابید 

 

 x0 x1 x2 x3 

x 1 2 4 5 

y=f(xn) 242/2224  851/1174  336/603  229/485  

 

نیوتن   شدهتقسیمبا فرمول تفاضل    توانمیمشتق را    روازاین نیستند؛    فاصلههمدر اینجا نقاط    :حلراه

نمود.    لاگرانژ  ایچندجملهیا   تفاضل  روازاینتعیین  فرمول  از  استفاده  با  نیوتن    شده تقسیم، 

 (10–8جدول ) صورتبه
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + (𝑥 − 𝑥0)𝑓[𝑥0, 𝑥1] + (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)𝑓[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] 
+(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)𝑓[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] + ⋯ 

 
 نیوتن.  شدهتقسیمتفاضل  یابدرون ایچندجمله های داده: 10-8جدول 

xi yi 1y 2y 3y 

1 242047/2224     

  - 390382/1049  
 

 

2 851665/1174   5442863/254   

  - 757523/285   - 66523638 /49  

4 336619 /603   8833408/55   

  - 1075006/118    

5 2291184 /485     

 گذاری مقادیر مورد نیازبا جای
𝑃 = 𝑓(𝑉) = 𝑓(𝑉0) + (𝑉 − 𝑉0)𝑓[𝑉0, 𝑉1] + (𝑉 − 𝑉0)𝑓[𝑉0, 𝑉1, 𝑉2], 
𝑃 = 2224/24− (𝑉 − 1) × 1049/39+ (𝑉 − 1)(𝑉 − 2) × 254/54− (𝑉 − 1)(𝑉

− 2) × 49/66, 
𝑉و جایگذاری  𝑉گیری نسبت به و با مشتق =  : شود، نتیجه می1

𝑑𝑃 𝑑𝑉 = −1452/9303 .⁄  
این بدان معنی است که فشار با افزایش حجم کاهش می یابد که چیزی جز همان مفهوم قانون 

 بویل نیست.

𝑁یابی چهار نقطه داده ) به صورت مشابه با استفاده از چند جمله ای لاگرانژ برای درون = 4  )

از درون نابرابر  𝑁)    3یابی چند جمله ای درجه  در فاصله های  − 1 = استف3 اده ( به صورت زیر 

 : شودمی
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𝐿(𝑥) =
(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)

(𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥2)(𝑥0 − 𝑥3)
𝑓(𝑥0)

+
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)

(𝑥1 − 𝑥0)(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥0 − 𝑥3)
𝑓(𝑥1)

+
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥3)

(𝑥2 − 𝑥0)(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 − 𝑥3)
𝑓(𝑥2)

+
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)

(𝑥3 − 𝑥0)(𝑥3 − 𝑥1)(𝑥3 − 𝑥2)
𝑓(𝑥3) 

 :شودهستند، نتیجه می  5و  4،  2، 1که به ترتیب برابر با  𝑥3و   𝑥0  ،𝑥1  ،𝑥2اینجا، با استفاده از  

𝐿1(𝑥) =
(𝑥 − 1)(𝑥 − 4)(𝑥 − 5)

6
 𝐿0(𝑥) =

(𝑥 − 2)(𝑥 − 4)(𝑥 − 5)
−12

 

𝐿3(𝑥) =
(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 4)

12
 𝐿2(𝑥) =

(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 5)
−6

 

و جایگذاری مقادیر مورد نیاز  𝑥گیری نسبت به  و مشتق 𝐿(𝑥)با جایگذاری در فرمول قبل برای  

𝑥تابع در   = 𝑑𝑃، نتیجه می شود که  1 𝑑𝑉 =  است. ⁄1452/9303−

با   و  تحلیلی  به صورت  مسئله  این  که  هنگامی  دهند.  می  بدست  مشابهی  جواب  روش  دو  هر 

𝑑𝑃استفاده از مشتق معادله واندروالس حل شود، پاسخ   𝑑𝑉 =  است.   ⁄1975/83−

اغلب    د،یآیبه دست م  یکه به صورت عدد  یهستند، باز هم پاسخ  یبیتقر  هاروشاین    کهجا  از آن

 .تاسبا پاسخ متعارف متفاوت 
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 یابی ریچاردسونبرون  ˗7 ˗8

شکل )  𝑥𝑖+1  و  𝑥𝑖  برای مثال  ؛که از نقاط داده که زیاد نزدیک به هم نیستندها هنگامیگاهی وقت

شود.  شود تا مقدار مشتق یا شیب تعیین شود خطای بزرگی حاصل میاستفاده و سعی می  ؛(3–8

 ( بسیار بزرگ است.ℎ  )یعنی 𝑥  هایاین بدان علت است که تفاوت بین بازه

 

 نقاط داده بسیار دور از هم هستند.که  یابی ریچاردسون هنگامیبرون : 2-8شکل 

 

 بهتر خواهد شد.  3–8شکل کاهش داده شود، مقدار شیب مانند  ℎ اگر مقدار

 

 (. hها )کاهش اندازه بازه :3-8شکل 
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یابد و خطای کمتری یابد شیب خط بهبود میکه پهنای بازه کاهش میشود هنگامیمشاهده می

  برای تخمین مشتق یا انتگرال از تابع توان چنین گفت که دقت یک روش  رو میشود. ازاینایجاد می

𝑓(𝑥)  شود، بستگی دارد. همچنان  ها مشتق یا انتگرال ارزیابی میگذاری بین نقاطی که در آن به فاصله

 گردد. کند تقریب به سمت بهتر شدن متمایل میکه  فاصله به صفر میل می

اط داده توسط عبارت زیر  یکسان و مشابه باشد، امکان تخمین نق  ℎ  گذاریدر حالتی که فاصله

 .وجود دارد

(8-40 ) D(h) = f ′(xi) = [
f(xi+h) − f(xi−h)

2h
] −

h2

6
f ′′(x) + O(h4), 

𝐷(ℎ)  مقدار تقریب زده( شده توسط فرمول تفاضل مرکزیCFDبا اندازه گام )  ℎ  صورت  به.  است

 صورت زیر نوشت:است به ℎ/2  توان این معادله را برای زمانی که اندازه گاممشابه می

(8-41) D(h/2) = f ′(xi) = [
f(xi+h/2) − f(xi−h/2)

2(h/2)
] −

h2

24
f ′′(𝒙) + O(h4), 

𝐷(ℎ/2)  مقدار تقریب زده( شده توسط فرمول تفاضل مرکزیCFD با اندازه گام )ℎ/2  با  .  است

 .شودحل دو معادله قبلی نتیجه می

(8-42) D = f ′(xi) =
4D(h 2⁄ ) − D(h)

3
. 

𝐷  بهبودیافته برون  تقریب  ازیا مقدار حقیقی است. این فرایند  برای     𝐷(ℎ/2)و    𝐷(ℎ)  یابی 

برون  𝐷تقریب   بالاتر،  دقت  میبا  نامیده  ریچاردسون  روش  یابی  یک  محاسبه  پیشین  فرمول  شود. 

منظور دستیابی به کند که دقت آن از مرتبه چهار است. این روش در ادامه به تقریبی را تشریح می

 شود. و به همین ترتیب برای مراتب بالاتر بسط داده می 𝑂(ℎ6)  ،𝑂(ℎ8) بالاتر تا مرتبههای  دقت

(8-43 ) Dk(h) =
4kDk−1(h 2⁄ ) − Dk−1(h)

4k − 1
. 

 

 

ℎ  (، برای11–8جدول های زیر )با استفاده از داده : 10مثال   =  را محاسبه کنید.  𝑓′(𝑥2)مشتق  ،2
 یابی ریچاردسونفرمول برون :11-8جدول 

n 0 1 2 3 4 

xn 1 2 3 4 5 

yn 2 4 8 16 32 

 یابی ریچاردسون با استفاده از برون راه حل:
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𝐷(ℎ) = 𝑓′(𝑥) =
1
2ℎ
[𝑓(𝑥2 + ℎ) − 𝑓(𝑥2 − ℎ)], 

𝐷(ℎ) = 𝑓′(𝑥) =
1
4
[𝑓(5) − 𝑓(1)], 

𝐷(ℎ) = 𝑓′(𝑥) =
1
4
[32− 2] = 7/5 . 

 به طور مشابه با محاسبه

𝐷(ℎ 2⁄ ) = 𝑓′(𝑥2) =
1

2 ℎ
2

[𝑓 (𝑥2 +
ℎ

2
) − 𝑓 (𝑥2 −

ℎ

2
)], 

𝐷(ℎ 2⁄ ) = 𝑓′(𝑥2) =
1
2
[𝑓(4) − 𝑓(2)], 

𝐷(ℎ 2⁄ ) = 𝑓′(𝑥2) =
1
2
[16− 4] = 6 . 

 ، (، نتیجه می شود که41– 8)در نتیجه با استفاده از معادله 

𝐷 =
4𝐷(ℎ 2⁄ ) − 𝐷(ℎ)

3
, 

𝐷 =
4× 6− 7/5

3
=

16/5
3
≈ 5/5 . 

𝑦تابع اصلی   = 2𝑥    است، که مشتق آن برابر با𝑦′ = 2𝑥 𝑙𝑛|2| ≈  است. 5/54518

از   دقت  به  دستیابی  امکان  همچنین  بود.  چهارم  مرتبه  از  دقت  به  دستیابی  برای  فرمول   این 

 های بالاتر نیز وجود دارد. مرتبه 
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 تمرین برای  هایی مسئله  ˗8 ˗8

𝑑𝑦. مشتق 1

𝑑𝑥
𝑑2𝑦و   

𝑑𝑥2   را در𝑥 =  با استفاده از نقاط داده ارائه شده بیابید.  5
 

x 1 2 3 4 5 6 

y -2 5 14 25 38 53 

 

تقریب  2 از  استفاده  با  برای    ایچندجمله.  در    ترینمحتملمشتقات،    یابی دروناسترلینگ  سرعت 

 منحنی توزیع ماکسول را در این نمونه بیابید: 

1
𝑁

𝑑𝑁

𝑑𝑢
= ∫ 4𝜋𝑢2 (

𝑚

2𝜋𝑅𝑇
)

1200

0

3 2⁄

𝑒𝑥𝑝(
−𝑀𝑢2

2𝑅𝑇
). 

 

x 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 

𝟏

𝑵

𝒅𝑵

𝒅𝒖
= 𝒚 

0 001144/0  002109/0  001304/0  000380/0  000058 /0  000005/0  0 

 

 بیشینه است، بیابید.  𝑦  که اینقطه را در  𝑥  مقدار، شدهارائه هایداده. با استفاده از 3

x 3 4 5 6 7 8 

y 205/0  240 /0  259/0  262/0  250/0  224/0  

 

𝑥  را در 𝑑𝑦/𝑑𝑥 . مقدار4 =  زیر بیابید.  هایدادهبا استفاده از  1

x 0 2 4 6 8 

y 4 8 15 7 6 

 

 



 م فصل نه

یعدد یابیشه یر یهاروش
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 مقدمه ˗1  ˗9

  صورت به  هاآنکه حل    شویممیمواجه    ایپیچیدهطولانی و    ایچندجمله در شیمی، اغلب با معادلات  

جایی  تحلیلی دشوار است. با توجه به مفاهیم جبری، ریشه، مقدار صفر کننده یک تابع است، یعنی،  

از حل تحلیلی، حل    اندعبارتصفر است. سه راه برای حل معادلات وجود دارند که    𝑓(𝑥)  تابع  که

معادلات، حتی   هایریشهحل عددی توانمندترین شیوه برای یافتن    هایروشترسیمی و حل عددی.  

در هر روش عددی تکرار    شیوه  ترین مهمشکل هستند.    ترینآسانبسیار پیچیده، به   هایمعادلهبرای  

که    شودمیگوریتمی بکار برده  ال  و  شودمی، تقریبی از یک مقدار مورد انتظار انتخاب  طورکلیبهاست.  

که تقریب به مقدار تقریبا  یکسانی    شودمی. این گام تا زمانی تکرار  بخشدمیتقریب را بیشتر بهبود  

برای    درجه بالا  هایایچندجمله در حل    ویژهبه  عددی  هایروشدر تکرارهای متوالی منتهی شود.  

 مفید هستند.  ها آن هایریشهیافتن 

 یک معادله موجودند:   هایریشه عددی زیر برای یافتن  هایروش

 ، 1رافسون -. روش نیوتن1

 ، 2. روش تکرار 2

 ،3. روش دوبخشی 3

 ،(4)سکانت  . روش وَتَری4

 . 5. روش نابجایی 5

بعدی    هایبخشدر  هابرتری و   هاضعفبه همراه  تفصیلبهدر بالا  مورداشاره  هایروش هر یک از 

 . گیرند میو بررسی قرار  موردبحث

 

 رافسون-نیوتن  روش ˗2  ˗9

نیوتن نیوتن  رافسون-روش  تکرار  نامیده    روشیا    )که  نیز  پُر  شودمینیوتن  الگوریتم    کاربردترین( 

𝑓(𝑥)غیرخطی یا توابع تک متغیره با مقادیر حقیقی ) معادلات    یابی ریشه  = است. این روش یک   (0

 ای ریشهقراردادی هر    صورتبهکه در آن    برد میرا برای رسیدن به ریشه معادله بکار    6شیوه تکراری 

 . شودمیکه به مقدار ریشه حقیقی نزدیک باشد انتخاب 

 
1. Newton-Raphson method 

2. Iteration method 

3. Binary bisection method 

4. Secant method 

5. Regula-Falsi method 

6. Iterative 
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.  شودمی  1به ریشه معادله همگرا  ربعیم  صورتبه رافسون  -با نزدیک شدن به ریشه، روش نیوتن

برای ریشه نیاز دارد. این روش شامل بسط سری تیلور از   2این روش تنها به یک مقدار حدس اولیه 

در مجاورت ریشه مورد انتظار است و فقط چند عبارت اول )معمولا  تا جمله دوم(   𝑓(𝑥)  یک تابع

به  در جمله دوم تخمین ریشه را  3بنابراین، برش ؛  شوندمیسری تیلور برای یافتن ریشه واقعی حفظ 

 . دهدمی دست

 با استفاده از بسط تیلور چنین نوشت:  توانمیرا  𝑓(𝑥)  رافسون، تابع-برای روش نیوتن

(9-1) f(x0 + h) = f(x0) + hf
′(x0) +

h2

2!
f ′′(x0) + ⋯ = 0 , 

ℎ  و  𝑥  نسبت به  𝑓(𝑥)  مشتقات اول و دوم   𝑓′′(𝑥0)و    𝑓′(𝑥0)  که = 𝑥 − 𝑥0   هستند. چون 

ℎ ⋘  نوشت: توانمی روازاین کرد؛  نظرصرف ℎ2 از توانمیاست،  1

(9-2) f(x0) + hf
′(x0) = 0 , 

 ، دهد که نتیجه می

(9–3) h =
f(x0)

f ′(x0)
 , 

 بنابراین،

(9-4 ) x = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
 . 

 : رافسون را می توان به صورت فرمول کلی زیر نوشت-از این رو، تقریب های متوالی برای روش نیوتن

(9-5 ) xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
 . 

𝑥در   𝑓(𝑥)این معادله چیزی نیست جز همان معادله مماس تابع   = 𝑥𝑛    که با محور𝑥    قطع

به نحوی پیوسته   𝑓(𝑥))اولین ریشه تقریبی( بدست آید. فرض می شود که تابع    𝑥𝑛+1داده شده تا  

𝑓′(𝑥)است که  ≠  است. 0

 
1. Converge 

2. Initial guess 

3. Truncation 
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 منحنی در تقریب زدن ریشه.  مماس :1-9شکل 

 

که توابعی که مشتقات پیوسته دارند و در صورت مشاهده از نزدیک شبیه   کندمیاین روش فرض  

یک مشتق   𝑓(𝑥)  توانند با مماس بر آن تقریب زده شوند. با فرض آنکه خطوط مستقیم هستند، می

 محاسبه نمود. توانمیرا  𝑓′(𝑥) دارد، پیوسته

𝑓′(𝑥)  چون ≠ یک خط مستقیم    𝑓(𝑥) است، این بدان معنی است که هر نقطه روی منحنی   0

,𝑥𝑛)  خواهد بود. تابع در 𝑓(𝑥𝑛))    با یک خط مستقیم که مماس بر منحنی در آن نقطه    توانمیرا

,𝑥𝑛)  است که از  𝑓′(𝑥)  (. شیب خط1–9شکل  است تقریب زد ) 𝑓(𝑥𝑛))  معادله  درنتیجه.  گذردمی ،

 از عبارت استخط مماس 

(9-6 ) y − y1 = m(x − x1), 

 

(9-7 ) y − f(xn) = f
′(xn)(x − x1). 

𝑥در   𝑥 با محور مماس = 𝑥𝑛+1  که در آن کندمیبرخورد  𝑦 =  است؛ بنابراین  0

(9-8 ) 0 − f(xn) = f
′(xn)(xn+1 − x1). 

 کرد بازنویسیزیر  صورتبهآن را  توانمیکه 

(9-5 ) xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
 . 

بهبود یافته    𝑥𝑛+1به    𝑥𝑛  ، اولین تقریبسانبدینآمد.    به دست  ترپیش که مشابه چیزی است که  

برای یافتن تقریب دیگری بکار    توانمیاست. سپس این تقریب را    𝑧  به ریشه  ترنزدیککه بسیار    است
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رافسون تا حد زیادی به مقدار حدس -حاصل شود. روش نیوتن   (𝑧)   ریشه حقیقی  کهطوری بهبُرد تا  

  به ریشه اصلی   𝑥0  به شکلی که  انتخاب شود  دقتبهاولیه وابسته است، بنابراین مقدار حدس اولیه باید  

𝑧  .نزدیک باشد 

𝑥𝑛+1|هنگامی که تفاوت بین تکرارهای متوالی به حد کافی کوچک است که رابطه   − 𝑥𝑛| <

𝜀𝑎𝑏𝑠    آنگاه باشد،  اگر    𝑥𝑛+1برقرار  تقریبی معادله است. همچنین  اندازه کافی   𝑓(𝑥𝑛+1)ریشه  به 

𝑓(𝑥𝑛+1)|کوچک باشد که   ≈  تقریبی از ریشه تابع است. 𝑥𝑛+1باشد، آنگاه   |0

 

 را بیابید: 𝑓(𝑥)  رافسون، ریشه تقریبی تابع-با استفاده از روش نیوتن : 1مثال  

(9-9 ) f(x) = x2 + 5x − 3 = 0 . 

 

عددی حل نمود.    صورتبه( و همچنین  2–9شکل  ترسیمی )  صورتبه  توانمیتابع فوق را    :حلراه

𝑓(𝑥)  کهطوری به،  کنندمیرا قطع    𝑥  هستند که محور  هایی آن  ها ریشه  =   ای چندجملهاست. مرتبه    0

نشان داد که   توانمیترسیمی،    صورتبه.  کندمیکه اینجا دو است، اشاره    تابع  هایریشه به تعداد  

فوق،    𝑓(𝑥)  قرار دارد. برای تابع  [6−,4−]  و ریشه دیگر در بازه بین  [0,2]  یک ریشه در بازه بین

𝑓′(𝑥) از عبارت استمشتق  = 2𝑥 + 5. 

نیوتن  توانمی از روش  استفاده  با  را  با    رافسون-هر دو ریشه  یافت.  اولیه متفاوت  با دو حدس 

𝑥0 انتخاب حدس اولیه =  . اند شده بندیجدول 1–9جدول ، نتایج در 2

 



                                                                                                                             220 ریاضیات در شیمی 

 

 

 

 ترسیمی.  صورتبه f(x)حل : 2- 9شکل 

 
𝑓(𝑥)  رافسون برای حل-نیوتنروش  : 1-9جدول  = 𝑥2 + 5𝑥 − 3 = 0   . 

N xn xn+1 f(x) f'(x) abs 

1 2 777777778/0  11 9 222222222/1  

2 777777778/0  549905838/0  49382716/1  555555556 /6  22787194/0  

3 549905838/0  541393178/0  051925621/0  099811676 /6  00851266/0  

4 541393178/0  541381265/0  24654/7 E-05 082786357/6  1913/1 E-05 

5 541381265/0  541381265/0  41924/1 E-10 08276253 /6  0 

 

است مشخص  فوق  جدول  از  می  𝑓(𝑥)  همچنانکه  صفر  تکرار  پنجمین  در در  همچنین  شود. 

بین تفاوت  تکرار،  𝑥𝑛+1)  پنجمین  − 𝑥𝑛) = مقدار   0 ها  ریشه  از  یکی  نتیجه  در  است، 

است یا حتی در تکرارهای متوالی    (𝜀𝑎𝑏𝑠)   000001/0است. تفاوت بین دو ریشه کمتر از    5413812651/0

شود. به صورت مشابه، هنگامی که حدس دیگری که نزدیک به ریشه دیگر است انتخاب شود  صفر می

(𝑥0 =  (.2–9جدول ) شودتعیین می -541381265/5(، ریشه دیگر برابر با 3-
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 برای یافتن دومین ریشه با استفاده از مقدار حدس دیگر برای تابع  رافسون -روش نیوتن : 2-9جدول 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 5𝑥 − 3=0. 

N xn xn+1 f (x) f '(x) abs 

1 -3 -12 -9 -1 9 

2 -12 - 736842105/7  81 -19 263157895 /4  

3 - 736842105/7  - 001586882/6  17451524/18  - 47368421/10  735255223/1  

4 - 001586882/6  - 571623155/5  011110691 /3  - 003173764/7  429963727/0  

5 - 571623155/5  - 54153014/5  184868806/0  - 14324631/6  030093015/0  

6 - 54153014/5  - 541381269/5  00090559 /0  - 083060279/6  000148871/0  

7 - 541381269/5  - 541381265/5  21625/2 E-08 - 082762538/6  64349/3 E-09 

 

نیوتن  اگرچه تقریب  - روش  برای  خوبی  بسیار  شیوه  حال  ،  هاستریشه رافسون  این  با 

 :اگر شودمیرافسون با شکست مواجه -وجود دارند. کاربرد روش نیوتن یی نیزهامحدودیت

 ( مقدار )حدس( اولیه تقریب بسیار دور از ریشه حقیقی باشد. 1)

 نمونه عنوانبه( مشتق تابع اندکی پیچیده باشد. 2)

(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛( 𝑐𝑜𝑠( 𝑒𝑥)).   و𝑓′(𝑥) = −𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛( 𝑒𝑥) 𝑐𝑜𝑠( 𝑐𝑜𝑠( 𝑒𝑥))  

 که طوریبه  کندمیعمل    بخشنجاتیک راهکار    عنوانبه)سکانت(    در چنین مواردی، روش وتری

 .شودمیاستفاده  وتریک خط مماس یک   جایبه

نزدیک به صفر باشد ممکن   𝑥𝑛 مشتق دوم بسیار بزرگ باشد یا اگر مشتق در( همچنین اگر 3)

 است این روش همگرا نگردد. 

 ( نقاط بیشینه و کمینه محلی یا نقطه عطف حول ریشه وجود داشته باشد. 4)
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 رقم اعشار بیابید.  10با  7√تقریبی از   :2مثال 

𝑥اعشاری هیچ گاه متوقف نخواهد شد.    عددی گنگ است، از این رو توالی ارقام  7√ روش حل: =

𝑓(𝑥)پاسخ صفر برای معادله   7√ = 𝑥2 −  است.  [2,3]در بازه   7

 تقریب، فرمول مورد استفاده عبارتست از nرافسون با  -بنابراین، اینجا، با کاربرد روش نیوتن

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
 . 

𝑥0با مقدار حدس اولیه  =  . اندشده بندیجدول 3–9جدول تقریب در ، نتایج 2

 
 ها ریشهرافسون برای تقریب زدن - روش نیوتن :3-9جدول 

N xn xn+1 f(x) f'(x) 

1 2 75/2  -3 4 

2 75/2  647727273/2  5625/0  5/5  

3 647727273/2  645752048/2  010459711/0  295454545/5  

4 645752048/2  645751311 /2  90151/3 E-06 291504097/5  

5 645751311 /2  645751311 /2  53465/5 E-13 291502622/5  

 آید، نیز مشابه است. به دستتحلیلی  صورتبه  کههنگامی 7√ تقریب درست مقدار

 

ضریب   برحسب  شدهدادهرا با استفاده از معادله نشان    گاز واندروالس  1دمای وارونگی   توانمی  :3مثال  

 زیر محاسبه نمود صورتبه 2تامسون -ژول

(9-10 ) 
2a
RTi

−
3abP
R2Ti

2 − b = 0 . 

فشار   𝑃در  = 10/133 MPa  مقادیر آن  برای  که  را؛  نیتروژن  گاز  وارونگی   دمای 

 𝑎 = 141/0 MPa dm6 mol
−2  ،𝑏 = 0392/0 dm3 mol

𝑅و    1− = 008314/0 dm3 MPa 

K−1 mol
 هستند؛ محاسبه کنید.   1−

 

 شودمیمعادله بالا معادله زیر حاصل  بازنویسی: بعد از حلراه

(9-11) (bR2)Ti
2 − (2aR)𝑻i + 3abP = 0 

 
1. Inversion temperature 

2. Joule-Thomson coefficient 
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- برای آن روش نیوتن  توانمیاینجا، معادله بالا شبیه یک معادله درجه دو است که    درنتیجه

بُرد    راحتیبهافسون را  ر و سایر متغیرها ضرایب هستند    است 𝑥متغیری مانند    𝑇𝑖که  جاییبه کار 

 (. 4–9جدول )
 

 حل معادله برای دمای وارونگی منظوربهرافسون -روش نیوتن :4-9جدول  

N Tn Tn+1 f(T) f '(T) abs 

1 400 - 246/1501  3362209/0  0001768/0  246/1901  

2 - 246/1501  - 666/566  - 7945170/9  0104801/0  58/934  

3 - 666/566  - 640/129  - 3666801/2  0054154/0  026/437  

4 - 640/129  196/40  - 5175104/0  0030471/0  836/169  

5 196/40  946/76  - 0781575/0  0021267/0  75/36  

6 946/76  845/78  - 0036595/0  0019275/0  899/1  

7 845/78  850/78  
- 76672/9 E-

60  
0019172/0  005/0  

 

مشابه با انتخاب حدس مقدار اولیه دیگر    صورتبهکلوین است.    8/78، دمای وارونگی  درنتیجه

 وجود دارد.  𝑇 دو مقدار 𝑃 زیرا برای هر مقدار آیدمی به دستکلوین   4/786مقدار دمای وارونگی  

 

 

 تکرار  روش ˗3  ˗9

ثابت نقطه  تکرار  روش  نام  به  تکرار  شناخته    1روش  از  شودمینیز  یکی  روش  این  و   ترینمتداول. 

یا توابع است. این روش یک   غیرخطی  هایمعادلهحقیقی  هایریشه برای یافتن  هاروش ترینعمومی

متوالی است.    هایهای معادلات غیرخطی با تقریبای برای یافتن ریشهنوع فرآیند باز، ساده و چرخه 

  هایسری هندسی، سری تیلور و بسیاری از    هایسریحسابی،    هایسری این روش برای یافتن جواب  

 . شودمینامحدود دیگر استفاده 

روش   نام  با  بازاین روش که  )کروشه(  تا    شودمینیز شناخته    3یا روش محفظه ساده  2براکت 

اما دقت بسیار خوبی ارائه ؛  شودمیخطی همگرا    صورتبه  دوبخشیتر است و مانند روش  دحدودی کُن

 
1. Fixed point iteration method 

2. Bracket method 

3. Simple enclosure method 
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آن قطعی نیست.    زیرا همگرایی   گیردمیقرار    1باز  هایروش. این روش کُند است و در دسته  دهدمی

. این یک  شودمیالگوریتم آن تنها یک مقدار حدس اولیه نیاز دارد و معادله با تقریب مفروض حل  

ریاضی است که   ایجاد    هاییحل راهروش  برای یک مسئله معین  را  که در آن یک    کند میتقریبی 

از    حلراه مشتق    حلراهتقریبی  اصلاح  شودمیقبلی  قبلی  سطح  مبنای  بر  توالی  هر  در  تکرارها   .

 . دهد میکاملا  دقیقی ارائه   هایتقریبدیگر  هایروش. روش تکراری در مقایسه با شوندمی

𝑓(𝑥)به منظور یافتن ریشه معادله غیرخطی   = 𝑓(𝑥)با روش تکرار نقطه ثابت، معادله    0 = 0 

𝑥در شکل   = 𝜑(𝑥) پذیر  های مختلفی امکانین بازنویسی به شکلممکن است ا.  شودبازنویسی می

  بازنویسی تر که به پاسخ مناسب منتهی شود ارجحیت دارد(، یعنی، با  باشد، به هر حال شکل ساده

تابع اصلی تابع جدیدی طراحی می شود که در آن متغیرهای با بالاترین مرتبه به شکل متغیر وابسته  

 صادق باشند  تبدیل می شوند که در آن شرایط زیر 𝑥به 

 f(a) ⋅ f(b) < 0
 (9–12) |φ′(x)| < 1          ∀x ∈ (a, b)  

هستند که ممکن است ریشه معادله در آن قرار گیرد.    هایی بازهنقاط انتهایی    𝑏  و  a  کهطوری به

,𝑎]  نیز در بازه  𝑥  بدین معنی که 𝑏]    قدر مطلقکه ریشه معادله در آن متصور است، قرار گیرد و  

 از یک باشد.  ترکوچکمشتق تابع جدید 

|𝜑′(𝑥)|  باشد که در آن  ایبازهاز    ترکوچککه ممکن است    ایبازهدر    روش تکرار، حول ریشه <

.  دهدمیروی    𝑥  . همگرایی تنها برای یک محدوده خاص ازشودمیو همگرا    باشدمیمعتبر    است  1

اگر مقدار حدس اولیه خارج از این محدوده باشد، ریشه همگرا نخواهد شد. وقتی تفاوت بین دو تکرار  

𝑥𝑛+1|  که هنگامینی،  ، یعشوندمیکافی کم باشد، تکرارها متوقف    اندازهبهمتوالی   − 𝑥𝑛| < 𝜀𝑎𝑏𝑠 

𝑓(𝑥𝑛+1)|گردد یا تا وقتی که   − 𝑓(𝑥𝑛)| ≈  گردد.  0

 

 با استفاده از روش تکرار بیابید:  𝑓(𝑥) برای معادله ایریشه : 4مثال  

(9-13) f(x) = x3 − x − 1=0 . 

به    شود میقرار داده    𝑓(𝑥)  ارائه نشده است، اعداد تصادفی در تابع   ایاولیهچون هیچ حدس    :حلراه

𝑓(𝑎)طریقی که   ⋅ 𝑓(𝑏) <  ، باشد 0

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥 − 1 , 

 
1. Open method 
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𝑓(0) = (0)3 − 0− 1 = −1 , 

𝑓(2) = (2)3 − 2− 1 = 5 , 

𝑓(0) ⋅ 𝑓(2) = −1 < 0 . 

تا تابع جدیدی    شودمی  بازنویسی  𝑥3  (. اینجا3–9شکل  )  گیردمی قرار    2تا    0ریشه بین    درنتیجه

𝑥 در شکل = 𝜑(𝑥) آید به دستزیر  صورتبه . 

 x3 = 1+ x , 

(9–14) φ(x) = x = (1+ x)1 3⁄  . 

 

 

𝑓(𝑥)  روش تکرار برای :3-9شکل  = 𝑥3 − 𝑥 − 1 . 

برای روش تکرار تنها یک حدس منفرد مورد نیاز است که به ریشه اصلی نزدیک باشد. هر یک  

تابع صفر   کهوقتیکه ریشه در آن قرار دارد انتخاب کرد. نتایج تا    ایبازهاز    توانمیاز مقادیر حدس را  

 . اندشده بندیجدول( 5–9جدول ( در )شودمیبه صفر نزدیک  قبولقابل حد خطای )در  شودمی
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𝑓(𝑥)  روش تکرار برای  :5-9جدول  = 𝑥3 − 𝑥 − 1 . 

N xn xn+1 abs 

1 1 25992105/1  25992105/0  

2 25992105/1  312293837/1  052372787/0  

3 312293837/1  322353819/1  010059982/0  

4 322353819/1  324268745/1  001914925 /0  

5 324268745/1  324632625/1  000363881/0  

6 324632625/1  324701749/1  91233/6 E-05 

7 324701749/1  324714878/1  31299/1 E-05 

8 324714878/1  324717372/1  49399/2 E-06 

که تا رقم    شودمیتعیین    32471/1قدار ریشه برابر با  ماز جدول قابل ملاحظه است،    همچنان که  

 تکرار دقیق است. 8پنجم اعشار در 

 

دمای وارونگی را با استفاده از روش ،  3در مثال    مورداستفاده  (10–9)با استفاده از معادله    :5مثال  

𝑃تکرار در   = 200 atm     برای گاز نیتروژن که برای آن𝑎 = 141 kPa dm6 mol
𝑏و    1− =

0/0392 dm3 mol
 هستند، محاسبه کنید.  1−

 شود می، نتیجه (10–9)معادله  بازنویسیبا  :حلراه

(9–11) (bR2)Ti
2 − (2aR)Ti + 3abP = 0 . 

 . (6–9جدول ) شودمیکلوین نتیجه  200با استفاده از روش تکرار و حدس مقدار اولیه 

 روش تکرار برای یافتن دمای وارونگی.  :6-9جدول 

N Tn Tn+1 T=Tn+1-Tn 

1 200 52/414  52/213  

2 52/414  87/597  34/183  

3 87/597  40/718  52/120  

4 40/718  64/787  24/69  

5 64/787  80/824  15/37  

6 80/824  07/844  26/19  

7 07/844  89/853  81/9  

8 89/853  85/858  95/4  
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N Tn Tn+1 T=Tn+1-Tn 

9 85/858  34/861  49/2  

10 34/861  59/862  252/1  

11 59/862  22/863  6278/0  

12 22/863  54/863  3146/0  

13 54/863  69/863  1576/0  

14 69/863  77/863  07894/0  

15 77/863  81/863  03953/0  

16 81/863  83/863  01980/0  

  8/863آمده است و دمای وارونگی  به دستتکرار، همگرایی نتایج تا یک رقم اعشار  16اینجا با 

 کلوین تعیین شده است. 

 

اورتو  :6مثال   آن  در  که  را  دمایی  تکرار،  روش  از  استفاده  با  -با  برابر  بخاری  فشار    400تولوئیدین 

زیر    صورتبه(  𝑇( و دما ) 𝑃رابطه تجربی بین فشار )  کهدرصورتیجیوه دارد را تعیین کنید    مترمیلی

 ارائه شود 

(9–15) log P = 8296/23−
3/3480
T

− 081/5 × logT. 

𝑙𝑜𝑔از دما خواهد بود )  جیوه، معادله فوق تنها تابعی  مترمیلی  400در    :حلراه 400 = 2/60205999.) 

(9–16) 21/22754−
3/3480

T
− 5/081 × log T = 0, 

 بازنویسی شود آنگاه  𝑇 تابعی از صورتبه (16-9)اگر معادله 

(9–17) F(T) =
3480/3

22754/21-081/5 × logT
= 0 . 

𝑇 تکرار برای دستیابی به مقدار  هشتمینمشهود است، ریشه در    7–9جدول  از    همچنان که   =

456/9K  گرددمیهمگرا . 
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 روش تکرار برای یافتن دما.   :7-9جدول 

N T F 

1 200 96/364  

2 96/364  04 /429  

3 04 /429  78/448  

4 78/448  60/454  

5 60/454  30 /456  

6 30 /456  79/456  

7 79/456  93 /456  

8 93 /456  98/456  

 جیوه دارد. مترمیلی  400فشار بخاری برابر با   تولوئیدین-کلوین، اورتو 9/456بنابراین در 

 

و یک هسته دختر تشکیل   شودمی( دچار واپاشی رادیواکتیو  𝐴با فرض آنکه یک هسته )   : 7مثال  

 : کندمیزیر شروع به واپاشی  صورتبه( که آن هم 𝐵)  دهدمی

(9–18) A
 λA 
→    B

 λB 
→    C. 

به    𝐵  و  𝐴  عمرنیمه هستند.    𝐵  و  𝐴  هایهستهفروپاشی    هایثابتبه ترتیب    𝜆𝐵و    𝜆𝐴  که در آن

𝐴(𝑁𝐴  . تعداد ذرات آغازیناندشدهروز تعیین    2روز و    8ترتیب  
𝐵(𝑁𝐵  و   (0

0 و صفر   2010به ترتیب    (

 :شودمیبا زمان توسط رابطه زیر ارائه  𝐵 هستند. تغییرات

(9–19) NB = (
λANA

0

λB − λA
) (e−λA⋅t − e−λB⋅t). 

 رافسون بیابید. -است با استفاده از روش نیوتن 1910برابر با  𝐵 زمانی را که طی آن تعداد ذرات

 ( 4–9شکل ) .اندمربوطو ثابت فروپاشی توسط رابطه زیر با هم  عمرنیمه چون  :حلراه

(9–20) τ =
ln 2
λ
. 

 . شوندمیمحاسبه  day−1  346574/0و   day−1  0866434/0به ترتیب  𝜆𝐵  و 𝜆𝐴  مقادیر

 ، شدهجایگذاری همه مقادیر در رابطه داده
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(9-21) 1019 = (
0866434/0×1020

346574/0-0866434/0
) (e−λA⋅t − e−λB⋅t), 

 ، دهد نتیجه می  بازنویسیو 

(9-22) e−λA⋅t − e−λB⋅t = 3000/0 , 

 :شودصورت زیر حاصل میبه 𝑡 تابعی برحسب  بازنویسیکه ضمن 

(9-23) f(t) = e−λA⋅t − e−λB⋅t − 3000/0 = 0 . 

 

 

  فروپاشی رادیواکتیو. :4-9شکل 
رافسون یافت که در آن مشتق توسط رابطه  -با استفاده از روش نیوتن  توانمیجواب معادله بالا را  

 :شودمیزیر محاسبه 

(9–24) f ′(t) = −λAe
−λA⋅t + λBe

−λB⋅t = 0 . 

𝑒−𝜆𝐴⋅𝑡ترسیم تابع   − 𝑒−𝜆𝐵⋅𝑡 برحسب  ( زمان𝑡 نشان )که دو مقدار زمان دهد می 𝑡  وجود دارد

𝑒−𝜆𝐴⋅𝑡  که در آن تابع − 𝑒−𝜆𝐵⋅𝑡    روز هستند   5/13و    6/1  هاجواب دارد که این    3000/0مقداری برابر با

 (. 9–9جدول و  8–9جدول ) شوند میرافسون نیز تأیید -( که این نتایج با روش نیوتن4–9شکل )
t)   با استفاده از یک مقدار حدس اولیه  رافسون-روش نیوتن  :8-9جدول  = 17). 

N t t' f(t) f'(t) 

1 17 11/13  - 073511115/0  - 018905808/0  

2 11/13  54/13  010457909/0  - 024136658/0  

3 54/13  54/13  000109398 /0  - 023624952/0  
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𝑡با استفاده از یک مقدار حدس اولیه )  رافسون -روش نیوتن  :9-9جدول  = 3). 

N t t' f(t) f'(t) 

1 3 890/0  117552451/0  055721068/0  

2 89/0  514/1  - 108739007/0  174346804/0  

3 51/1  627/1  - 014629109 /0  129082714/0  

4 62/1  63/1  - 000410034/0  121912191/0  

5 63/1  63/1  - 4946/3 E-07 12170443/0  
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  دوبخشیروش   ˗4  ˗9

( یک الگوریتم ساده و توانمند  شودمینیز نامیده  یا تصنیف    1)که روش نصف کردن بازه   دوبخشیروش  

مکرر به    صورتبهدر آن قرار داشته باشد؛    ایریشه   رودمیاست که یک بازه را؛ که انتظار    یابیریشه 

بنابراین، این روش همچنین ؛  ی به ریشه نزدیک شودقبولقابلتا با تقریب    کند میدو بخش تقسیم  

. این روش مستلزم داشتن آگاهی اولیه از یک بازه تقریبی  شودمیهم نامیده    2)محاصره(   محدودسازی

)که قضیه   3. این روش بر اساس قضیه مقدار میانی گیردمیاست که ریشه حقیقی در آن بازه قرار  

  یک تابع پیوسته در بازه  𝑓(𝑥)  ( بنا نهاده شده است که بر اساس آن اگرشودمینیز نامیده    4بولزانو 

𝑎   و  𝑏   ( باشد𝑎   و  𝑏    )کهنحوی بهاعداد حقیقی هستند  𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) <  ای ریشه گردد، آنگاه قطعا     0

 . گیردمیقرار  𝑏  و 𝑎  وجود دارد که در بازه بین

یک معادله جبری یا متعالی )غیر جبری( است(   𝑓(𝑥)وجود دارد ) 𝑓(𝑥)با فرض آنکه یک تابع  

𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) کهطوری به حقیقی دارد،  ایریشه 𝑏و  𝑎 پیوسته است و در بازهکه  < آنگاه در محل   ،0

𝑓(𝑥)  ریشه، = .  گویندمینیز    𝑓(𝑥)به آن صفر تابع    ؛ کهریشه معادله است(  𝑥  است )که در آن  0

,𝑎]  در این الگوریتم بازه  𝑏]    زیر بازه شامل ( و سپس  بخشی)دو  شودمیبه دو نیم تقسیم  𝑐 ؛ که ریشه

 شودمیزیر نصف    صورتبه  𝑐  زیر بازه شاملیافتن    منظوربه. این بازه  شودمیدر آن قرار دارد؛ انتخاب  

(9-25) c =
a + b

2
. 

𝑐 کهطوری به ∈ [𝑎, 𝑏] .است 

 :شودمیمحاسبه  𝑓(𝑐) اکنون مقدار

𝑓(𝑐)( اگر 1 =  این صورت ریشه معادله است، در غیر  𝑐  آنگاه  ،0

𝑓(𝑎)𝑓(𝑐)  ( اگر2 < به بازه جدید تبدیل    𝑐و    𝑎قرار دارد، بنابراین    𝑐و    𝑎  ، آنگاه ریشه بین0

بنابراینشوندمی  ،  𝑏 = 𝑐  و  𝑎 = 𝑎    ،دوباره بود.  شامل خواهد  بازه  از    𝑐  زیر  استفاده  با 

 . گرددمیجدید تعیین  های بازه

𝑓(𝑏)𝑓(𝑐)( اگر  3 < به بازه جدید تبدیل    𝑐و    𝑏  قرار دارد، بنابراین  𝑐و    𝑏  آنگاه ریشه بین  ،0

𝑏  ، شوندمی = 𝑏   و𝑎 = 𝑐  و ،𝑐   گرددمیمحاسبه مجدد . 

. این روش تا  کندمینصف    𝑓(𝑥)جدید را بر اساس علائم تابع    هایبازهمکرر    طوربهاین روش  

کافی کوچک شوند. معیارهای همگرایی    اندازهبه  ها بازهکه مقدار تابع صفر شود یا    یابدمیزمانی ادامه  

 
1. Interval halving method 

2. Bracketing 

3. Intermediate value theorem 

4. Bolzano’s theorem 
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  𝑓(𝑐)یا    𝑓(𝑏)یا    𝑓(𝑎)  کههنگامیاین روش مانند روش نیوتن رافسون و روش تکرار است یعنی  

𝑎|  تقریبا  برابر صفر شوند یا − 𝑏| < 𝜀  شوندمیباشد، تکرارها متوقف . 

، اما ممکن  دشومیهم که طول بکشد همگرا  هرچقدرهمیشه آن است که   دوبخشیروش  مزیت

. همچنین این روش در مقایسه با  بیابد   بیش از یک ریشه را در یک بازه مشخصهر بار  است نتواند  

وجود در آن  ای که مفروض است ریشه  . علاوه بر این، بازهشودمیبه کُندی همگرا    هاالگوریتمسایر  

شود تا  باشد، در غیر این صورت حتی اگر بازه درست نباشد، روش همگرا میدارد باید معین و قطعی  

 که ممکن است نادرست باشد.  مقداری از ریشه را ارائه دهد

 

𝜀𝑎𝑏𝑠  با شرط  دوبخشیرا با استفاده از روش    𝑓(𝑥)  ریشه معادله  :8مثال   =   [1,2]  در بازه    0/01

 بیابید. 

(9-26) f(x) = x2 − 3. 

𝑎  است، یعنی  [1,2]  شده تعییندر اینجا، بازه    :حلراه = 1  ،𝑏 = ترسیمی امکان نمایش    صورتبه  .2

 وجود دارد 5–9شکل  صورتبهتابع 
, 𝑓(1) = −2  ,   𝑓(2) = 1 
𝑐 = (1+ 3)/2 = 2 . 

𝑓(2) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑐)است، چون  1 < 𝑎 مقدارحالا  0 = 𝑎  کهدرحالیاست  𝑏 = 𝑐  .خواهد بود 

 

𝑓(𝑥)  برای  دوبخشیروش   :5-9شکل  = 𝑥2 − 3 . 

 

بنابراین، در شانزدهمین تکرار، مقدار ریشه به   10–9جدول  محاسبات در    بندیجدول، با  درنتیجه

 شود. ؛ که تا چهار رقم اعشار دقیق است؛ همگرا می7320/1
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 وتری  روش   ˗5  ˗9

. این  گذردمیکه از دو نقطه منحنی    کند میهمانطور که از نام این روش پیداست، وتر به خطی اشاره  

است وقتی    𝑥  یک تابع با مقادیر اسکالر از یک متغیر منفرد  هایریشهروش الگوریتمی برای یافتن  

  های ریشه الگوریتمی است که برای یافتن    که هیچ اطلاعاتی از مشتق در دسترس نیست. روش وتری

استفاده   غیرخطی  کنید شودمیتوابع  فرض   .𝑥0   و  𝑥1   تابع ریشه  برای  اولیه  حدس  مقدار   دو 

 𝑓(𝑥) = هستند. یک خط بین    ها آنبه ترتیب مقادیر تابع مربوط به    𝑓(𝑥1)  و  𝑓(𝑥0)  باشند، آنگاه   0

(  6–9شکل  )  کند میتلاقی    𝑥  که با محور  اینقطهو    شودمیدو مقدار حدس اولیه تقریبی ترسیم  

( خواهد بود. روش وتری 𝑥1و    𝑥0اولیه تقریبی )  هایحدسبر اساس مقدار    𝑓(𝑥)  تقریبی تابعریشه  

 که معادله یا تابع در ناحیه مورد نظر تقریبا  خطی است. کندمیفرض 

 

 . )سکانت( یوترروش  :6-9شکل 

 چنین نوشت  توانمیرا  𝑚  بنابراین، شیب

(9-27) m =
y − f(x1)

x − x1
=
f(x1) − f(x0)

−x0
, 

 را در  𝑥  ، محور(𝑥1و    𝑥0) دید که خط بین دو مقدار حدس اولیه    توانمیبنابراین، در شکل بالا،  

𝑥2    بنابراین در اینجا، مقدارکندمیقطع ،  𝑦 = 𝑓(𝑥2) = )ریشه مقدار متغیری است که در آن    0

 ،درنتیجه(؛ شودمیتابع صفر 
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(9-28) m =
0− f(x1)
x2 − 𝑥1

=
f(x1) − f(x0)

x1 − x0
, 

 

(9-29) −f(x1) =
f(x1) − f(x0)

x1 − x0
(x2 − x1), 

 ، دهدمینتیجه  بازنویسیکه پس از 

(9-30 ) x2 = 𝒙1 − f(x1)
x1 − x0

f(x1) − f(x0)
, 

تقریب زده    𝑓(𝑥)  برای تابع   ایریشهریشه تقریبی است ولی ریشه اصلی نیست.    𝑥2  بنابراین،

 که در واقع یک ریشه نیست ولی کاملا  به ریشه اصلی نزدیک است. شودمی

 

 .)سکانت( یوترروش : 7- 9شکل 

 

به ریشه اصلی  𝑥0 از 𝑥2  (. چون7–9شکل ) گرددمیجدیدی رسم  وتربرای تکرار همین فرایند، 

𝑓(𝑥1)𝑓(𝑥2)  است )و نیز چون  ترنزدیک < ,𝑥1]  که  جدید  هایبازهاست(، وتر جدید در    0 𝑓(𝑥1)] 

,𝑥2]  و 𝑓(𝑥2)]    کهطوریبه  گرددمیهستند، ترسیم  𝑥3  نقطه جدید تقاطع با محور  𝑥    است. با استفاده

 .نوشت توانمیاز فرایند مشابه نمونه بالا،  

(9-31) x3 = x2 − f(x2)
x2 − x1

f(x2) − f(x1)
, 

𝑥𝑛−1|تفاوت بین مقادیر متوالی در رابطه    کهطوریبهاین چرخه تا   − 𝑥𝑛−2| < 𝜀𝑎𝑏𝑠    صدق

 کند، ادامه خواهد یافت. 
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 :چنین نوشت توانمی)سکانت( را  روش وتریبنابراین، عبارت عمومی برای 

(9-32) xn = xn−1 − f(xn−1)
xn−1 − xn−2

f(xn−1) − f(xn−2)
, 

.  شودمیدر روش فوق، از تکرارها برای نزدیک کردن دو مقدار حدس اولیه به ریشه اصلی استفاده  

که باید به خاطر سپرد این است که مقدار حدس اولیه باید نزدیک به ریشه اصلی   اینکته  ترینمهم

مناسبی برای فهمیدن اینکه  همگرا نخواهد شد. ممکن است راه    باشد، در غیر این صورت روش وتری

 𝑓(𝑥)  مقدار حدس اولیه به چه میزان به ریشه اصلی نزدیک است وجود نداشته باشد، اما اگر تابع

𝑓′(𝑥0)  باشد و در آن بازه  گیریمشتققابل   = باشد، آنگاه روش وتری همگرا نخواهد شد. هر چند    0

جستجو در بازه مقادیری    محدودسازیعدم  باشد ولی در مقابل به دلیل    ترسریع ممکن است این روش  

 را نیز به همراه دارد.همگرا نشدن که ریشه در آن قرار ندارد، 

دو مقدار حدس    و روش وتری  دوبخشیرافسون و روش تکرار، روش  -در مقایسه با روش نیوتن

  رافسون -. در مقایسه با روش نیوتنکنندمی( را استفاده  گیردمیکه ریشه در آن قرار    ایبازهاولیه )

باشد زیرا تنها یک مقدار    ترسریع، روش وتری باید  شوندمیهر دو محاسبه    𝑓′(𝑥)و    𝑓(𝑥)  که در آن

𝑓(𝑥)    در مقایسه با روش وتری )سکانت(    رافسون-، اما در واقعیت روش نیوتنکندمیرا محاسبه

محاسبه   زمانهم  صورتبه  𝑓′(𝑥)و    𝑓(𝑥)  شود میهر مرحله تکرار    همچنان که  است زیرا    ترسریع 

 ی )سکانت( ممکن است لزوما  همیشه همگرا نگردد. وتر. روش  شوندمی

 

 معادله زیر را تا سه رقم اعشار محاسبه کنید )سکانت(، ریشه   یوتربا استفاده از روش  : 9مثال  

(9-13) f(x) = x3 + x − 1 = 0 , 

 

، بنابراین با استفاده از  گیردمیقرار    1و    0، ریشه بین  4با استفاده از روش تعیین بازه مثال    :حلراه

𝑁  ، اولین تکرار با32–9)فرمول  =  از  عبارت است 1

(9-32) xn = xn−1 − f(xn−1)
xn−1 − xn−2

f(xn−1) − f(xn−2)
, 

𝑥1 = 1 − (1 ×
1− 0

1− (−1)
) = 0/5 . 

 . اندشده بندیجدول 11– 9جدول سایر نتایج باقیمانده در 
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𝑓(𝑥)  برای حل  یوترروش : 11-9جدول = 𝑥3 + 𝑥 − 1 . 

N xn-2 xn-1 f(xn-2) f(xn-1) xn 

1 0 1 -1 1 5/0  

2 1 5/0  1 - 375/0  636363636/0  

3 5/0  636363636/0  - 375/0  - 105935387 /0  690052356/0  

4 636363636/0  690052356/0  - 105935387 /0  018636142/0  682020420 /0  

5 690052356/0  682020420 /0  018636142/0  - 000736518 /0  682325781/0  

6 682020420 /0  682325781/0  - 000736518 /0  - 84715/4 E-06 682327804/0  

7 682325781/0  682327804/0  - 84715/4 E-06 27267/1 E-09 682327804/0  

 

تا سه رقم بلکه تا پنج رقم اعشار دقیق است.    تنها نهکه    شودمیتعیین    6823278/0مقدار ریشه  

𝑥𝑛|  که  شودمیدر هفتمین تکرار، مشاهده   − 𝑥𝑛−1 | < از   ی1آستانه خطااز حد    ترکمکه     10−6

 است.  شدهتعریفپیش

 

3𝑥 ریشه معادله غیرخطی : 10مثال   + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑒𝑥 =  را بیابید.  0

با استفاده    پس .  گیرندمیقرار    [0,2]  (، هر دو ریشه بین8–9شکل  ضمن بررسی ترسیمی )   :حلراه

 ی به شکل زیروتراز فرمول 

(9-32) xn = xn−1 − f(xn−1)
xn−1 − xn−2

f(xn−1) − f(xn−2)
 . 

 

 
1. Tolerance limit 
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 .)سکانت( یوترروش  :8-9شکل 

 

 : شوندمی بندی جدول 12–9جدول نتایج در 
𝑓(𝑥)  برای حل  یوترروش   :12-9جدول  = 3𝑥 + sin(𝑥) − exp(𝑥) . 

N xn-2 xn-1 f(xn-2) f(xn-1) xn 

1 0 1 -1 123189156/1  470989595/0  

2 1 470989595/0  123189156/1  265158816/0  307508461/0  

3 470989595/0  307508461/0  265158816/0  - 134822017/0  362613242/0  

4 307508461/0  362613242/0  - 134822017/0  005478529/0  360461482/0  

5 362613242/0  360461482/0  005478529/0  95177/9 E-05 360421672 /0  

6 360461482/0  360421672 /0  95177/9 E-05 - 80142/7 E-08 360421703/0  

 

که تا چهار رقم اعشار    شودمیتعیین    3604/0بنابراین در اینجا، پس از شش تکرار، مقدار ریشه  

𝑥𝑛+1|  تا رسیدن به معیار همگرایی که توانمیدقیق است. تکرارها را  − 𝑥𝑛| < 𝜀𝑠𝑡𝑒𝑝  است، ادامه

متوالی   تکرارهای  بین  تفاوت  که  معنی  بدین  در    اندازهبهداد،  اگر مخرج کسر  باشد.  کافی کوچک 

لازم است تقریب بازه    روازاین.  کندمیمعادله بالا صفر باشد، تقسیم بر صفر تکرار را با شکست مواجه  

اولیه جدیدی بکار برده شود. اگر پس از تعداد معینی از تکرار، همگرایی حاصل نشود، آنگاه ممکن  

 وجود نداشته باشد.  شدهتعیین( در بازه ایریشهاست که پاسخی )
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 روش نابجایی  ˗6  ˗9

که از نام آن پیداست    طورهمانمعادله است.    هایریشهنیز یک روش عددی برای یافتن    1روش نابجایی 

 ای فاصلهاست که یک ریشه واقعی را با تقریب یک ریشه تخمینی در    نادرست  به معنای روش موقعیت

یک روش محدودسازی    دوبخشی. همچنین این شیوه مانند روش  زندمینزدیک به ریشه اصلی، تقریب  

پیوسته   𝑓(𝑥)همیشه مقید به همگرا شدن است. اگر تابع    روازاین معادله است و    هایریشه فتن  برای یا

توان ریشه تابع را با استفاده از  ای وجود داشته باشد که ریشه تابع در آن قرار دارد، میباشد و بازه

  های بازهآنکه روند یافتن    جزبهروش نابجایی پیدا کرد. این روش بسیار شبیه به روش دوبخشی است  

جدید در آن متفاوت است. همچنین، در سرعت همگرایی با روش دوتایی تفاوت دارد، روش نابجایی  

 .شودمیهمگرا  دوبخشیاز روش  ترسریع 

 

 . روش نابجایی  :9-9شکل 

نیز مانند سایر روش تابعها فرض میاین روش  با    𝑓(𝑥)  کند که  نابجایی  پیوسته است. روش 

𝑎  کهنحوی به)  شودمیشروع    𝑏و    𝑎  تعیین بازه < 𝑧 < 𝑏    ،کهطوری بهباشد  𝑧    ریشه𝑓(𝑥)   )است

𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)  کهنحوی به < تقریبی جدید    0 ریشه  ریشه یک  یافتن  برای   محاسبه    𝑥1باشد، سپس 

 نادرستکه از نام این روش پیداست یک ریشه    طورهمانکه یک ریشه واقعی نیست بلکه    شودمی

  هایی ریشه و سپس انتخاب دقیق    شدهانتخاب تقریبی در بازه    ایریشه است. این فرایند به دنبال یافتن  

،  𝑓(𝑥1)  ،𝑓(𝑎)  ( بر اساس علامت𝑏و    𝑥1یا    𝑥1و    𝑎  که باید برای تکرار بعدی بکار برده شوند )یا 

𝑓(𝑏)    که به معنای یافتن ریشه درون    شودمینامیده    فرایند محدودسازی ریشه. این  یابدمیادامه

 بازه انتخاب شده است. 

 
1. Regula-Falsi method 
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نقاط   منظور، خطی بین  ,𝑎]بدین  𝑓(𝑎)]    و[𝑏, 𝑓(𝑏)]    به خط    شودمیترسیم   یابی درونکه 

 معروف است. 

 .گیردمیمورد ارزیابی قرار  ،𝑓(𝑥1)مقدار تابع، یعنی   ازنظرجدید  نادرستریشه 

 سه امکان محتمل است:

𝑓(𝑥1)( اگر 1 =  . دهدنمیروی  معمولا ریشه است اما این حالت  𝑥1باشد، آنگاه   0

𝑓(𝑎)𝑓(𝑥1)( اگر  2 < 𝑏  ، یعنیشودمیدر نظر گرفته    𝑏  مقدار جدید  𝑥1  باشد، آنگاه  0 = 𝑥1  ،

خط   یک  اکنون  نقاط  یابیدرون بنابراین  بین  ,𝑎]  جدید  𝑓(𝑎)]  و  [𝑥1, 𝑓(𝑥1)]    ترسیم 

 . شودمی

𝑓(𝑏)𝑓(𝑥1)( اگر  3 < 𝑐  ، یعنیشودمیدر نظر گرفته    𝑐  مقدار جدید   𝑥1باشد، آنگاه    0 = 𝑥1  ،

خط   یک  اکنون  نقاط   یابیدرونبنابراین  بین  ,𝑥1]  جدید  𝑓(𝑥1)]    و[𝑏, 𝑓(𝑏)]    ترسیم 

 (. 9– 9شکل ) شودمی

,𝑎]  بین نقاط  1وتر یک    کههنگامی 𝑓(𝑎)]    و[𝑏, 𝑓(𝑏)]    ایجاد ، فرمول عمومی خط  شودمیترسیم  

 :از عبارت است شده

(9-33) 
y − y1
x − x1

=
y2 − y1
x2 − x1

 , 

 

(9-34 ) 
y − f(a)

x − a
=
f(b) − f(a)

b − a
 . 

𝑥در  باشد، آنگاه   ،𝑥1 با محوراگر محل تلاقی خط  = 𝑥2  ،𝑦 = 0  

(9-35 ) 
0− f(a)
x2 − a

=
f(x1) − f(a)

x1 − a
 , 

(9-36 ) x2 =
a ⋅ f(x1) − x1 ⋅ f(a)

f(x1) − f(a)
 . 

بررسی    𝑥1اینجا   نیست.  اصلی  ریشه  هنوز  زیرا  است،  تخمینی  ریشه  اگر    شودمیاولین  که 

𝑓(𝑎)𝑓(𝑥1) < 𝑏آنگاه    0 = 𝑥1    این صورتدر غیر  𝑎 = 𝑥1    زیرا(  𝑓(𝑏)𝑓(𝑥1) < خواهد بود(.    0

𝑓(𝑎)𝑓(𝑥1)،  9-9اینجا، در شکل   < ,𝑎]  جدیدی بین  وتراست، بنابراین    0 𝑓(𝑎)]    و[𝑥1, 𝑓(𝑥1)]  

 شودمیزیر نوشته   صورتبه و معادله مشابهی برای این خط  شودمیترسیم 

 
1. Chord 
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(9-37 ) 
y − f(a)

x − a
=
f(x1) − f(a)

x1 − a
 . 

𝑥باشد، آنگاه در   𝑥2 محوراگر محل تلاقی خط با  = 𝑥2  ،𝑦 = 0 

(9-38 ) 
0− f(a)
x2 − a

=
f(x1) − f(a)

x1 − a
 , 

 

(9-39 ) 𝑥2 =
𝑎 ⋅ 𝑓(𝑥1) − 𝑥1 ⋅ 𝑓(𝑎)

𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑎)
 . 

مقادیر با  فرایند  ,𝑥2)  این  𝑥3, 𝑥4, ⋯ , 𝑥𝑛)  به دستیابی  𝑓(𝑥𝑛)  تا  = تقریبی  0 مقدار   یا 

𝑓(𝑥𝑛) ≈ 𝜀𝑎𝑏𝑠  شودمی( تکرار شودمییا میزان دقت نیز نامیده   تلرانس)که حد . 

  جز بهاست،    یوترو دو تقریب اولیه آغازین شبیه روش    استفاده  موردنابجایی در فرمول    روش

 نیابد. ( 𝑥1و   𝑥0)  آغازیندر بازه لزوما  ی ریشه تخمینی را وتراینکه ممکن است روش 

ممکن است این روش همیشه   درنتیجهتعیین نشده است    هاریشهمحدوده    یوترچون در روش  

 . گرددمیهمگرا نشود اما روش نابجایی همیشه همگرا 
 

 

 

 

𝜀𝑎𝑏𝑠  کهدرصورتی بیابید،    [0,2]را با استفاده از روش نابجایی در بازه    𝑓(𝑥)تابع    هایریشه  :11مثال   =

 تعیین شده باشد  0/0001

 (9-40 ) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 3𝑥 − 5 . 

نمایش داده شده است. برای تخمین مرتبه   10–9شکل  ترسیمی در    صورتبه  𝑓(𝑥)تابع    :حلراه

 شودمیاستفاده  36–9)اول، از معادله 

(9-36 ) 
𝑥1 =

𝑎 ⋅ 𝑓(𝑏) − 𝑏 ⋅ 𝑓(𝑎)

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)
 ,

 
𝑓(𝑎) = 𝑓(0) = −5    ، 𝑓(𝑏) = 𝑓(2)=9 . 
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(9-36 ) 
𝑥1 =

0× 𝑓(2)− 2× 𝑓(0)
𝑓(2)− 𝑓(0)

,

 
𝑥1 =

5
7
=/0 7142

 

𝑓(𝑥1)اکنون،   = 𝑓(𝑏)𝑓(𝑥1)است، چون    2/492− < بنابراین  0  ،𝑎 = 𝑥1  ، بیشتر در نتایج 

 . اندشده بندیجدول 13–9جدول 

 

𝑓(𝑥)  روش نابجایی برای: 10-9شکل  = 𝑥3 + 3𝑥 − 5 . 
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𝑓(𝑥)  نابجایی برایروش   :13-9جدول  = 𝑥3 + 3𝑥 − 5 . 

N a b f(a) f(b) xn f(xn) Update 

1 0 2 -5 9 714285714/0  - 49271137/2  𝑎 = 𝑥 

2 714285714/0  2 - 49271137/2  9 993150685/0  - 040955472/1  𝑎 = 𝑥 

3 993150685/0  2 - 040955472/1  9 097531718/1  - 38534462 /0  𝑎 = 𝑥 

4 097531718/1  2 - 38534462 /0  9 13458537/1  - 135710338 /0  𝑎 = 𝑥 

5 13458537/1  2 - 135710338 /0  9 147441044/1  - 046931951 /0  𝑎 = 𝑥 

6 147441044/1  2 - 046931951 /0  9 151863787/1  - 016127073/0  𝑎 = 𝑥 

7 151863787/1  2 - 016127073/0  9 153380841/1  - 005529515 /0  𝑎 = 𝑥 

8 153380841/1  2 - 005529515 /0  9 153900677/1  - 001894482/0  𝑎 = 𝑥 

9 153900677/1  2 - 001894482/0  9 154078742/1  - 000648906/0  𝑎 = 𝑥 

10 154078742/1  2 - 000648906/0  9 154139729/1  - 000222246 /0  𝑎 = 𝑥 

11 154139729/1  2 - 000222246 /0  9 154160616/1  - 61155/7 E-05 𝑎 = 𝑥 

12 154160616/1  2 - 61155/7 E-05 9 154167769/1  - 6068/2 E-05 𝑎 = 𝑥 

رقم    5( تا  15416/1شده آشکار است که در دوازدهمین تکرار، ریشه )با مقدار    بندیجدولاز نتایج  

𝑓(𝑥1)اعشار ثابت است. همچنین در دوازدهمین تکرار  ≈  است. 10−5

 

  کلوین تعیین کنید.   298و    کیلو پاسکال  2226را در    CO2  مول گاز واندروالس  5/0حجم    : 12مثال  

𝑎  مقادیر = 363/76 kPa dm6 mol
𝑏  و 2− = 42/67 cm3 mol

 . اندشدهارائه  1−

𝑉  صورت بهبرای حجم    آلایدهمقدار حدس اولیه از معادله گاز    :حلراه = 𝑛𝑅𝑇 𝑃⁄   در نظر گرفته

 . شودمی

(9-41 ) (𝑃 +
𝑛2𝑎

𝑉2 ) (𝑉 − 𝑛𝑏) = 𝑛𝑅𝑇. 

 ، دهدمینتیجه  بازنویسیکه ضمن 

(9-42) 𝑓(𝑉) = 𝑉3 − (𝑛𝑏 +
𝑛𝑅𝑇

𝑃
)𝑉2 +

𝑛2𝑎

𝑃
𝑉 −

𝑛3𝑎𝑏

𝑃
= 0 , 

 

 :زیر مورد نیاز است صورتبهرافسون، مشتق تابع -برای اعمال روش نیوتن
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(9-43 ) 𝑓′(𝑉) = 3V2-2 (𝑛𝑏 +
𝑛𝑅𝑇

𝑃
)𝑉 +

𝑛2𝑎

𝑃
 . 

 . شوند می بندی جدول 14–9جدول بر این اساس، نتایج در 

 .رافسون برای حل معادله واندروالس- روش نیوتن: 14-9جدول 

N V0 f(V) f'(V) Vn 

1 55/0  013175444 /0  312726648/0  507869136/0  

2 507869136/0  001828307/0  227709846 /0  499840028 /0  

3 499840028 /0  04526/6 E-05 21271595/0  499555834 /0  

 

است که   ضروریبرای شرایط ارائه شده است. توجه به این نکته    CO2  حجم  dm3 4998/0  مقدار

 3از مرتبه    𝑉  است. اینجا، چون  ایچندجمله آن    هایریشه همواره برابر با تعداد    ایچندجمله مرتبه  

است که در یک فشار    غیرممکناست، بدین معنی است که سه ریشه باید موجود باشند ولی این  

درست   ها آن، سه مقدار حجم محاسبه شوند، بنابراین تنها یکی از  kPa 2226  ، یعنیفردمنحصربه 

است. در این مورد، ممکن است دو مقدار حجم دیگر )با استفاده از مقادیر حدس اولیه متفاوت( به  

 دست آیند که جواب صحیح معادله نخواهند بود.

 

 . آید می  به دستتوسط رابطه زیر    M 6−10  با غلظت  HClدر یک محلول رقیق    [+H]غلظت    : 13مثال  

(9-44 ) [𝐻+]2 − [HCl][𝐻+] − 𝑘𝑤 = 0 . 

 را محاسبه کنید.  گرادسانتیدرجه  25در  HClاز   M 7−10 محلول pHمقدار 

𝑎𝑥2  در بالا یک معادله درجه دو از نوع شدهارائه معادله  :حلراه + 𝑏𝑥 + 𝑐 = است. معادله فوق   0

 :معادله به شکل زیر حل نمود با استفاده از روش تکرار، با نوآرایی توانمیرا 

(9-45 ) [𝐻+] = √[HCl][𝐻+] + 𝑘𝑤 . 

  بندیجدول  15–9جدول  مولار، نتایج در    7−10  با انتخاب مقدار حدس اولیه غلظت اسید برابر با 

 . شوندمی

 

(9-46 ) pH = −log10[H
+], 

(9-47 ) pH = −log10[9/9 × 10-7], 

pH = 00/6 . 
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 .pHروش تکرار حل معادله برای  :15-9جدول 

N xn: [H+]n xn+1: [H
+]n+1 abs pH 

1 0000001/0  31662/3 E-07 31662/2 E-07 00/7  

2 31662/3 E-07 84519/5 E-07 52857/2 E-07 48/6  

3 84519/5 E-07 71051/7 E-07 86532/1 E-07 23/6  

4 71051/7 E-07 83771/8 E-07 12720/1 E-07 11/6  

5 83771/8 E-07 45394 /9 E-07 16238/6 E-08 05/6  

6 45394 /9 E-07 77443 /9 E-07 20484/3 E-08 02/6  

7 77443 /9 E-07 93702 /9 E-07 62588/1 E-08 01/6  

8 93702 /9 E-07 00185/1 E-06 14751/8 E-09 00/6  

9 00185/1 E-06 00591/1 E-06 05802/4 E-09 00/6  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



                                                                                                                            246 ریاضیات در شیمی 

 

 

 برای تمرین  هایی مسئله  ˗7  ˗9

 بیابید  10-7، ریشه معادله زیر را با دقت در حدود رافسون-. با استفاده از روش نیوتن1

5الف(  𝑠𝑖𝑛 𝑥2 − 8 𝑐𝑜𝑠5 𝑥 =  ، [1,2-]در بازه   0

𝑥4ب(  − 𝑥 − 10 =  . [1,2]در بازه   0
 

𝑥2  . ریشه معادله2 − 4𝑥 − 7 = 𝑥 را نزدیک 0 =  بیابید.  هزارمیکتا حد دقت  5
 

 توابع زیر را با استفاده از روش تکرار بیابید  هایریشه. 3

𝑓(𝑥)الف(  = 𝑥2 − 𝑥0با شروع از  2 = 1  ، 

𝑓(𝑥)ب(  = 𝑒−𝑥 𝑐𝑜𝑠( 𝑥)   با شروع از𝑥0 = 𝜀𝑎𝑏𝑠که در آن   3/1 = 10−5
 باشد.  

 

غلظت4 تکرار،  روش  از  استفاده  با   .  [H+]    محلول با  10-4در  ضعیف  اسید  یک  𝑘𝑎  مولار  =

7/1 × 10−10M  را، با در نظر گرفتن معادله زیر، محاسبه کنید گرادسانتیدرجه  25در 

[H+]3 + [H+]2𝑘𝑎 − [H
+]{𝑘𝑤 + 𝑘𝑎[HA]0} − 𝑘𝑎𝑘𝑤 = 0 . 

 

𝑥3  . ریشه معادله5 − 𝜀𝑠𝑡𝑒𝑝در نظر گرفتن   [1,2]در بازه  را با استفاده از روش دوبخشی    3 = 0/1 

𝜀𝑎𝑏𝑠و   =  بیابید.  0/1

 

 توابع زیر را بیابید.  هایریشه ، دوبخشی. با استفاده از روش 6

)𝑐𝑜𝑠الف(  𝑥) − 𝑥𝑒𝑥 = 0  ، 

𝑥4ب(  − 𝑥 − 10 = 0  ، 

𝑥پ(  − 𝑒−𝑥 = 0  . 
 

𝑓(𝑥). ریشه تابع  7 = 𝑥 𝑐𝑜𝑠[ (𝑥) (𝑥 − 2)⁄ ] =  را با استفاده از روش نابجایی بیابید.  0

 

𝑓(𝑥). ریشه تابع  8 = 5 𝑠𝑖𝑛2 𝑥 − 8 𝑐𝑜𝑠5 𝑥 =  بیابید.  [5/0,5/1]را در بازه   0

𝑥4. ریشه معادله 9 − 𝑥 − 10 =  بیابید.  [1,2]ی در بازه  وتررا با استفاده از روش  0

 

 بیابید  یوترزیر را با استفاده از روش  هایمعادله. ریشه 10

)𝑒𝑥𝑝الف(  − 𝑥) = 3 𝑙𝑜𝑔( 𝑥) ، 

𝑥ب(  𝑠𝑖𝑛( 𝑥) − 1/2 = 0  . 



 ها پیوست
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 پیوست الف

 و امپریال بریتانیایی.   متحدهایالاتضرایب تبدیل بین سیستم واحدهای متریک، مرسوم  
 واحدهای حجم  :1الف.  جدول

 متریک آمریکایی یا امپریال 

 مکعب  مترسانتی 387/16 ( in3یک اینچ مکعب )

 متر مکعب  02832/0 ( ft3یک فوت مکعب )

 لیترمیلی 574/29 اونس سیال بریتانیایی  0408/1 یک اونس سیال

 لیتر  4732/0 پینت بریتانیایی  8327/0 اونس سیال(   16یک پینت )

 لیتر  7854/3 گالن بریتانیایی  8327/0 اینچ مکعب(  231یک گالن )

 
 واحدهای طول  :2الف.   جدول

 متریک آمریکایی یا امپریال 

 مترسانتی  54/2 اینچ  12 ( inیک اینچ )

 متر  0/ 3048 فوت  3 ( ftیک فوت )

 متر  9144/0 یارد  1760 ( ydیک یارد )

 کیلومتر  6093/1 اینچ  12 یک مایل 

 کیلومتر  853/1 یارد  4/2025 دریایی  المللیبینیک مایل 

 
 واحدهای جرم  :3الف.  جدول

 متریک آمریکایی یا امپریال 

 گرم  35/28 دانه  5/437 ( ozیک اونس )

 کیلوگرم   4536/0 اونس  16 ( lbیک پوند )

 کیلوگرم  3503/6 پوند  14 یک سنگ 

 کیلوگرم  802/50 پوند  112 ( cwtیک صدوزن )

 تُن  9072/0  یک تُن کوتاه )آمریکایی( 

 تنُ  0160/1  یک تُن بلند )بریتانیایی( 

 

 واحدهای سطح  :4الف.  جدول

 متریک آمریکایی یا امپریال 

 مترمربع سانتی 4516 /6  ( in2یک اینچ مربع )

 مترمربع  0/ 0929 اینچ مربع   144 ( ft2یک فوت مربع )

 مترمربع  8361/0 فوت مربع  9 ( yd2یک یارد مربع )

 مترمربع  9/4046 یارد مربع  4840 ( acreیک جریب )

 مترمربع کیلو 59/2 جریب  640 ( mile2یک مایل مربع )
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 پیشوندهای مضارب و کسرهای واحدها  :5الف. جدول

 مخفف  پیشوند کسر مخفف  پیشوند مضرب 
 d دسی da 10-1 دکا  110
 c سانتی  h 10-2 هکتو 210
 m میلی  k 10-3 کیلو 310
  میکرو M 10-6 مگا  610
 n نانو G 10-9 گیگا  910
 p پیکو T 10-12 ترا  1210
 f فمتو  P 10-15 پتا  1510
 a آتو  E 10-18 اگزا  1810
 z زپتو  Z 10-21 زتا 2110
 y یوکتو  Y 10-24 یوتا 2410

 
 تبدیل واحدهای حجم : 6الف.  جدول

 لیتر  001/0 ( mL) لیترمیلییک 

 لیتر  01/0 ( cLیک سانتی لیتر )

 لیتر  1/0 ( dLیک دسی لیتر )

 لیتر  10-2×639/1 ( in3یک اینچ مکعب )

 لیتر 787/3 ( galگالن )یک  

 لیتر  316/28 ( ft3یک فوت مکعب )

 

 تبدیل واحدهای طول در سیستم متریک  :7. الف جدول

 متر  001/0 ( mmیک میلی متر )

 متر  01/0 ( cm) مترسانتییک  

 متر  1/0 ( dmیک دسی متر )

 متر  10 ( damیک دکا متر )

 متر  1000 ( kmیک کیلومتر )

 متر 10-10 ( Åیک آنگستروم )

 متر 15-10 یک فِرمی 

 متر 946/0×16-10 یک سال نوری 

 متر  60937/1 یک مایل 

 



                                                                                                                              250 ریاضیات در شیمی 

 

 

 
 تبدیل واحدهای جرم در سیستم متریک : 8الف.  جدول

 گرم   001/0 ( mgیک میلی گرم )

 گرم  01/0 ( cgیک سانتی گرم )

 گرم  1/0 (dgیک دسی گرم )

 گرم  10 ( dag)  یک دکا گرم

 گرم  100 ( hgیک هکتو گرم )

 گرم  1000 ( kgیک کیلومتر )

 گرم  29/6350 یک سنگ 

 گرم  592/453 یک پوند 

 گرم  3495/28 یک اونس 

 
 واحدهای زمان  :9الف.  جدول

 ( sثانیه ) 60 (minیک دقیقه )

 ثانیه  3600دقیقه /  60 ( hیک ساعت )

 ساعت  24 (dیک روز )

 روز 7 یک هفته

 روز 365 یک سال

 

 واحدهای انرژی تبدیل  :10الف.  جدول

 ژول  1055 ( BTUیک واحد حرارتی بریتانیایی ) 

 ژول 10-7 ( ergیک اِرگ )

 ژول  356/1 ( ft-lbپوند )-یک فوت 

 ژول  186/4 ( calیک کالری )

 ژول  610×6/3 ( kWhیک کیلووات ساعت )

 ژول  10-19×602/1 ( eVیک الکترون ولت )

 ژول  13/101 اتمسفر -یک لیتر

 
 تبدیل واحدهای سطح  :11الف.  جدول

 ( m2مترمربع ) 10-4×54 /6 ( in2یک اینچ مربع )

 ( m2مترمربع ) 10-2×2903/9 ( ft2یک فوت مربع )

 ( m2مترمربع ) 103×0465/4 ( acreیک جریب )

 ( m2مترمربع ) 410 ( hectareیک هکتار )

 ( m2مترمربع ) 610×5888/2 ( mile2یک مایل مربع )
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 ( m2مترمربع ) 10-28 ( barnیک بارن )

 پیوست ب

 مسائل تمرینی  هایپاسخ

 

 فصل اول 

 4؛ )چ( 3؛ )ج( 6؛ )ث( 4؛ )ت(  3؛ )پ( 2؛ )ب( 5. )الف( 1

،  32000،  30000؛ )چ(  1/5؛ )ج(  0050/0؛ )ث(  00125/0؛ )ت(  4/92؛ )پ(  07/0؛ )ب(  6510000. )الف(  2

؛  40؛ )ز(  8؛ )ر(  900؛ )ذ(  1؛ )د(  76/0؛ )خ(  8105/83،  8/83،  80؛ )ح(  32391،  32390  32400

 00032/0؛ )ش(  8500؛ )س( 02478/0)ژ( 

)الف(  3 )ب(  9/81.  )پ(  07194/0؛  )ت(  3؛  )ث(  073/2؛  )ج(  4/2؛  )چ(  6/35؛  )ح(  0/1× 510؛  ؛ 
 .  09177/0؛ )د(  170؛ )خ( 320/0×1110

 

 فصل دوم 

  ± 3× )10-33(؛ )ت( 27/11 ±  04/0× )  3210؛ )پ( 0137/0 ± 0024/0؛ )ب(  06/23 ± 03/0. )الف( 1

9 ) 

 است. ترصحیح 𝜋مقدار  است در حالیکه تردقیق 1417/3. )الف( مقدار 2

 است. ترصحیح   718281828/2است در حالیکه  تر دقیق 7182820135423/2)ب( 

 

 فصل سوم

𝑙𝑜𝑔2. )الف(  1 6 ؛ )ب(   0
𝑙𝑜𝑔𝜋

𝑙𝑜𝑔 2
5−؛ )پ(    𝑙𝑜𝑔3 5  . 

2 .𝑥 = 1  ،𝑦 = 3  . 

3  .(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 3)2 = 25 . 

4  .𝑓(𝑉) = 𝑉3 − (𝑛𝑏 +
𝑛𝑅𝑇

𝑝
)𝑉2 +

𝑛2𝑎

𝑝
𝑉 −

𝑛3𝑎𝑏

𝑝
= 0  . 

5  .𝑓(𝛬𝑚) = 𝑐 =
1

𝑏2 (𝛬𝑚
∞ − 𝛬𝑚)

2 = 0  . 

 

 فصل چهارم

1 .007/7 ،191/0 ،257/0  ،663/0   . 

2 .𝑄 = 0/07 < 𝑄𝑐شامل شود.  تواند میبنابراین  ؛ 
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3.  5/6 ± 0/12% . 

4  .𝑡 = 0/424 < 𝑡𝑐بنابراین، از منظر آماری صحیح است ؛ 

F  ،𝐹. بر اساس تست  5 = 𝜈1برای  𝐹𝑡𝑎𝑏)با مقدار   0/375 = 𝜈2و   5 =  . مقایسه کنید(  7

 

 فصل پنجم 

1 .6/5 kJ ⋅ mol−1  . 

2 .𝑎 = 26/694  ،𝑏 = 0/0094  ،𝑐 = −10−6  . 

3  .6/90 × 10−4 . 

4  .0/0112 𝑚𝑖𝑛−1  . 

5  .𝑦 = 𝑥2  . 

6  .0/0111  . 

 

 فصل ششم 

 است.  37500؛ پاسخ صحیح 37575بازه،  10. با تعداد 1

 است.  1/1443بازه است؛ پاسخ صحیح  20با تعداد   2/1444. مقدار پاسخ 2

3  .11/163 kJ ⋅ mol−1 . 

4  .6/754 J ⋅ 𝐾-1 ⋅ mol−1  . 

5  .40/53 kJ ⋅ mol−1  . 

 

 فصل هشتم

1 .
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= و   14

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = 10 . 

2 .400 m ⋅ 𝑠−1  . 

3 .687/5   . 

4 .208/3   . 

 

 فصل نهم

 . 855/1، )ب( -701367/0. )الف( 1

2 .317/5  . 

 .  5707963/1، )ب( 14142156/1. )الف( 3
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4 .M 7-10×649218/1 . 

5 .4375/1   . 

 .  565/0، )پ(  86/1، )ب( 517/0. )الف( 6

7 .222/1 . 

 .  70136/0و   5/0. 8

9 .85558/1  . 

 .      4973/1، )ب( 24682/1. )الف( 10



 نمایه
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 آ

 87  ،آزمون 

 89  ،آزمون  جفت شده 

 87  ،ییآزمون  دانشجو

 84  ،کسونیآزمون د

 74  ،یفیآمار توص

 74  ،آمار خلاصه

 9  ،آمپر

 14  ،8  ،2  ،آووگادرو

 6  ،وپاکیآ

 ا 

 97  ،ی آمار  یابزارها 

 8  ،ییاثر روشنا

 96  ،احتمال

 66  ،یارزش مکان

 14  ،ارقام بامعنی

 5  ،یآ اِس

 5  ،اِسی پاِف

 128  ،اکسل

 6  ،اِس یتاِم

 5  ،کااِساِم

 31  ،تیانتشار عدم قطع

 ،82  ،81  ،80  ،74  ،41  ،39  ،28  ،27  ،اریانحراف مع

83،  84،  86،  91،  94،  95،  98،  101،  105،  113، 

114 

 80  ،تیجمع  اریانحراف مع

 80  ،نمونه   اریانحراف مع

 171  ،افتهیبهبود    لریاو

 ب

 8  ،هیپا  یکیبار الکتر

 9  ،هیبار پا

 79  ،نگاربافت

 66  ،ماندهیباق

 109  ،ها  ماندهیباق

)رگرس خطونیبرازش  متغ  ی(    ی ریچند 

 120  ،)چندگانه(

 123  ،ی برازش چندجمله ا

 108  ،یبرازش منحن

 191  ،چاردسونیر  یابی برون

 61  ،لوریبسط ت

 پ

 82  ،یپراکندگ

 ت

 FORECAST،  131تابع  

 GROWTH، 130تابع  

 LINEST،  122تابع  

 LOGEST،  130تابع  

 TREND،  131  تابع

 53  ،تابع توان

 46  ،ی تابع خط

 53  ،تابع درجه چهار

 46  ،یاضیتابع ر

 56  ،سره   یا یتابع گو

 56  ،ناسره  یا یتابع گو

 49  ،یتمیتابع لگار

 53  ،یتابع مکعب

 60  ،یتابع هذلول

 57  ،تانژانت

 12  ،واحدها  نیب  لیتبد

 26  ،خطا  لیتحل

 83  ،داده ها  لیتحل

 128  ،انسیوار  لیتحل
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 9  ،بلیک  یترازو 

 32  ،ها  تیعدم قطع  بیترک

 86  ،ها   یریتعداد اندازه گ

 99  ،86  ،ی تعداد درجات آزاد

 74  ،ی ریرپذییتغ

 216  ،وتن یتکرار ن

 136  ،یر یانتگرالگ  یها  کیتکن

 136  ،یعدد   یها  کیتکن

 62  ،ی توابع جبر

 53  ،شهیتوابع ر

 60  ،یتوابع ضد مثلثات

 56  ،ای توابع گو

 62  ،یتوابع متعال

 57  ،یتوابع مثلثات

 60  ،یهذلول  یتوابع مثلثات

 62  ،53  ،توابع معکوس

 40  ،عیتوز

 98  ،97  ،96  ،94  ،پواسون  عیتوز

 94  ،خطا  عیتوز

 94  ،ی دو جمله ا  عیتوز

 96  ،95  ،94  ،30  ،یگاوس  عیتوز

 83  ،نامتقارن   عیتوز

 98  ،94  ،40  ،نرمال   عیتوز

 83  ،هاداده   عیبودن توز  زیت

 ث

 2  ،ثابت

 8  ،ثابت بولتزمن 

 8  ،ثابت پلانک

 8  ،یکیزیف  یثابت ها

 9  ،هیثان

 ج 

 8  ،جرم 

 9  ،انیجر

 چ 

 187  ،ابیدرون  یچند جمله ا 

 190  ،نگیاسترل  ابیدرون  یچند جمله ا 

 190  ،لاگرانژ  ابیدرون  یچند جمله ا 

  ، 205  ،204  ،202  ،153  ،149  ،لاگرانژ  یچند جمله ا

206،  207 

 46  ،مرتبه اول  یچند جمله ا 

 123  ،مرتبه دو  یچند جمله ا 

 52  ،ها  یچند جمله ا 

 ح 

 36  ،حاصلضرب توان ها

 27  ،نان یحد اطم

 خ 

 76  ،خارج از محدوده

 66  ،خارج قسمت

 26  ،خطا

 29  ،یدستگاه  یخطاها 

 26  ،نینامع  یخطاها 

 32  ،یتصادف  یخطا

 29  ،روش  یخطا

 41  ،مطلق  یخطا

 41  ،ینسب  یخطا

 29  ،ینظر   یخطا

 د

 84  ،داده ناسازگار 

 54  ،رهیدا

 59  ،درجه

 84  ،نانیدرجه اطم

 56  ،یدرجه چند جمله ا 

 28  ،نیانگیدرصد انحراف م

 27  ،درصد خطا



                                                                                                                            258 ریاضیات در شیمی 

 

 

 32  ،تیدرصد عدم قطع

 30  ،ینسب  تیدرصد عدم قطع

 108  ،یابیدرون

 198  ،و پسرو گاوس  شرویپ  یابیدرون

 31  ،دقت

 9  ،دما

 65  ،یدهَدَه

 65  ،ییدودو

 66  ،تالیجید

 ر

 59  ،انیراد

  ،119  ،118  ،110  ،109  ،107  ،106  ،105  ،104  ،ونیرگرس

128 

 239  ،یفالس-رگولا

 14  ،روش برچسب عامل 

 171  ،کننده  حیتصح-کننده  ینیب  شیروش پ

 216  ،روش تکرار

 223  ،روش تکرار نقطه ثابت 

 223  ،ییدوتا  یروش دوبخش

 174  ،3کوتا مرتبه  -روش رونگه

 239  ،ییروش نابجا

 231  ،روش نصف کردن بازه

 216  ،رافسون-وتنیروش ن

 170  ،164  ،کوتا -رونگه  یروش ها 

 216  ،یعدد   یروش ها 

 171  ،ونیروش ه

  ، 237  ،236 ،235  ،234  ،221  ،216  ،ی روش وتَرَ

238،  241،  246 

 174  ،3-کوتا-رونگه

 174  ،4- کوتا-رونگه

 ز

 59  ،هیزاو

 64  ،سمت  هیزاو

 64  ،یقطب  هیزاو

 9  ،زمان

 س 

 97  ،یساختار دستور 

 7  ،سرعت نور

 61  ،لوریت  یسر 

 8  ،میسز

 86  ،نانیسطح اطم

  ،141  ،140  ،139  ،138  ،136  ،95  ،یمنحن  ریسطح ز

142،  144،  146،  149،  154،  156،  158 

 57  ،سِکانت

 3  ،یحساب  اتیسلسله مراتب عمل

 5  ،اسِیجیس

 65  ،اعداد  ستمیس

 66  ،یدهاعداد ده  ستمیس

 66  ،ییاعداد دودو  ستمیس

 67  ،یهشتاعداد هشت  ستمیس

 68  ،یشانزدهشانزده   ستمیس

 5  ،کیمتر  ستمیس

 62  ،مختصات  ستمیس

 63  ،یمختصات قطب  ستمیس

 63  ،نیمختصات کارتز  ستمیس

 64  ،ی مختصات کرو  ستمیس

 5  ،واحد  ستمیس

 6  ،ی آواحد اِس   ستمیس

 6  ،یالملل  نیواحد ب  ستمیس

 5  ،ییایتانیبر  الیامپر  یواحدها   ستمیس

 5  ،یالملل  نیب  یواحدها   ستمیس

 5  ،متحده  الاتیمرسوم ا  یواحدها   ستمیس

 95  ،31  ،30  ،29  ،26  ،کیستماتیس

 57  ،نوسیس
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 ش 

 65  ،یشانزدهشانزده

 10  ،ییشدت روشنا

 7  ،شمع

 ص 

 31  ،صحت

 40  ،صفحه گسترده

 64  ،صفحه مرجع 

 ض 

 105  ،رسونیپ  بیضر

 107  ،104  ،صیتشخ  بیضر

 81  ،راتییتغ  بیضر

 105  ،رسونیپ  یهمبستگ  بیضر

 105  ،تیجمع  یهمبستگ  بیضر

 106  ،رمنیاسپ  یرتبه  یهمبستگ  بیضر

 105  ،نمونه  یهمبستگ  بیضر

 ط 

 8  ،طول 

 136  ،طول از مبدأ

 59  ،طول کمان 

 ع

 PEMDAS»،  3عبارت »

 49  ،لریعدد او

 55  ،ایعدد گو

 30  ،تیعدم قطع

 30  ،ینسب  تیعدم قطع

 236  ،یعدم محدودساز 

 46  ،عرض از مبدأ

 18 ،یبیترک  یاضیر  اتیعمل

 35  ،یبیترک  یها  اتیعمل

 35  ،یحساب  یها  اتیعمل

 

 ف

 63  ،یفاصله شعاع

 91  ،صفر  هیفرض

 76  ،فرکانس

 8  ،فیفرکانس فوق ظر

 190  ،نگیفرمول استرل

 187  ،فرمول تفاضل پسرو

 187  ،شرویفرمول تفاضل پ

 205  ،یا چهار نقطه  شرویفرمول تفاضل پ

 205  ،یا سه نقطه  شرویفرمول تفاضل پ

 187  ،فرمول تفاضل محدود 

 189  ،یفرمول تفاضل مرکز 

 191  ،وتنی ن  شرویپ  یابیفرمول درون

 190  ،وتنین  شدهمیتفاضل تقس  یابیفرمول درون

 190  ،لاگرانژ  یابیفرمول درون

 159  ،ی افرمول دو نقطه 

 137  ،شِفیفرمول گاوس چبِ

 137  ،لژاندر-فرمول گاوس

 137  ،تی هرم-فرمول گاوس

 159  ،ی انیفرمول نقطه م

 136  ،کوتس -وتنیفرمول ن

 141  ،ی کوتس دو نقطه ا-وتنیفرمول ن

 191  ،ی گوریگِر-وتنیفرمول ن

 159  ،137  ،کوتس -وتنیباز ن  یفرمول ها

 137  ،کوتس-وتنیبسته ن  یها  فرمول 

 137  ،کوتس-وتنیمربعات ن  یها  فرمول 

 49  ،یینما  ویواکتیراد  یفروپاش

 63  ،ی دسیاقل  یفضا

 ق

 148  ،مپسون یس  3/1قاعده  

 153  ،مپسونیس  8/3قاعده  

 15  ،آرام  -قاعده اطلس
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 154  ،قاعده بول 

 141  ،ی قاعده ذورنقه ا

 152  ،نتگرال مرکب ا  مپسونیقاعده س

 4  ،توان   یقاعده ها 

 4  ،شاخص   یقاعده ها 

 231  ،بولزانو  هیقض

 61  ،لوریت  هیقض

 231  ،یانیمقدار م  هیقض

 BODMAS،  3قواعد  

 15  ،یحساب  اتیقواعد انجام عمل

 3  ،قواعد تقدم

 ک

 106  ،ییکارا

 107  ،برازش  ییکارا

 66  ،وتریکامپ

 32  ،کاهش داده ها

 74  ،یکج شدگ

 57  ،یکسر جزئ

 57  ،نوسیکُس

 74  ،یدگیکش

 9  ،نیکلو

 59  ،کمان

 57  ،کُوتانژانت

 57  ،کُوسِکانت 

 81  ،انس ی کووار

 8  ،لوگرمیک

 گ

 83  ،یگاوس

 74  ،ی مرکز  شیگرا

 40  ،33  ،17  ،16  ،گِرد کردن

 ل 

 50  ،یعیطب  تمیلگار

 49  ،یمعمول  تمیلگار

 م

 17  ،سیمانت

 63  ،مبدأ مختصات

 49  ،10  یمبنا

 8  ،متر

 46  ،مستقل  ریمتغ

 104  ،وابسته  ریمتغ

 2  ،رهایمتغ

 56  ،مجانب 

 138  ،مانیمجموع ر

 107  ،39  ،مجموع مربعات

 231  ،یمحدودساز 

 239  ،شهیر  یمحدودساز 

 60  ،طیمح

 97  ،79  ،74  ،مُد

 36  ،مربعات 

 136  ،مربعات گاوس

 138  ،لیمستط

 166  ،هیمسئله مقدار اول

 218  ،وستهیمشتق پ

 165  ،لر یاو-یکاوچ  لیفرانسیمعادلات د

 164  ،یمعمول  لیفرانسیمعادلات د

 49  ،18  ،3  ،وسیمعادله آرن

 3  ،معادله اُنساگر

 3  ،نینشتیمعادله ا

 123  ،همزمان   یمعادله خط

 164  ،لیفرانسیمعادله د

 3  ،آلدهیمعادله گاز ا

 3  ،معادله نِرنست

 124  ،118  ،114  ،نرمال   یمعادله ها 

 3  ،هِشلباخ -معادله هنِدرسون
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 74  ،یمرکز   شیگرا  یارها یمع

 84  ،یبحران  ریمقاد

 84  ،مقدار مشکوک 

 9  ،مقدارماده

 95  ،ی زنگوله ا  یمنحن

 9  ،مول

  ،78  ،77  ،76  ،75  ،74  ،40  ،28  ،27  ،نیانگیم

80،  81،  82،  83،  84،  86،  87،  88،  89،  94 ،  

95،  96،  97،  98،  101،  112، 198 

 75  ،ت یجمع  نیانگیم

 76  ،یحساب  نیانگیم

 77  ،موزون   نیانگیم

 75  ،نمونه  نیانگیم

 77  ،یهندس  نیانگیم

 77  ،ی وزن  نیانگیم

 74  ،انهیم

 ن

 9  ،نقطه سه گانه

 47  ،یینما

 104  ،ینمودار پراکندگ

 182  ،نوسانگر هماهنگ 

 ه

 65  ،یشتههشت

 59  ،یمثلثات  یها یارزهم

 104  ،یهمبستگ

 و 

 2  ،واحد

 6  ،یاد یبن  یواحدها 

 5  ،هیپا  یواحدها 

 5  ،مشتق شده   یواحدها 

  ، 107  ،96  ،95  ،94  ،93  ،91  ،81  ،80  ،74  ،انسیوار

113 

 


